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1. Introducao

Os fendémenos naturais, nomeadamente, hidrolégicos contém incertezas que lhes sdo
inerentes sendo que existem duas fontes para tais incertezas: (i) a aleatoriedade natural
associada as possiveis ocorréncias (ou realizagées) de um certo fenémeno; e (i) e as
imperfeicdes e/ou insuficiéncias do conhecimento humano sobre os processos que determinam
tais ocorréncias. As incertezas do primeiro tipo — ou aleatérias — podem ser expressas em termos
da maior ou menor variabilidade de uma ou mais das varidveis (ou grandezas mensurdveis)
associadas ao fendmeno em estudo. As incertezas do segundo tipo resultam da interpretagcao
imperfeita ou imprecisa da realidade subjacente ao referido fenémeno, por parte dos modelos
tedricos e/ou fisicos utilizados para o caracterizar.

As incertezas aleatdrias ndo podem ser reduzidas ou modificadas porque sdo intrinsecas a
variabilidade dos fendmenos em observacdo. Em geral, essas incertezas apenas podem ser
parcialmente estimadas pelo padrdo da variabilidade exibido pelas amostras referentes a
realizacOes desses fendmenos ou das varidveis que nele intervém. J4 as incertezas que decorrem
das limitagdes do conhecimento humano acerca dos mencionados fendmenos podem ser
reduzidas, seja pela obtencdo de dados e de informacdo adicionais, seja pela especificacao de
novos modelos tedricos (ou fisicos) mais conformes com a realidade. Em ambos os casos, os
conceitos e métodos da teoria de probabilidades e da estatistica constituem conhecimentos
indispensaveis para lidar com as incertezas e para as interpretar (Ang e Tang, 2007).

As consequéncias que as incertezas acarretam no projecto e no planeamento de estruturas e
sistemas de engenharia, em geral, e de engenharia de recursos hidricos, com particular €nfase,
sdo muito importantes. De facto, num contexto de incerteza, o projecto e o planeamento de
estruturas e sistemas de aproveitamento e de controlo de recursos hidricos envolvem riscos, os
quais envolvem probabilidades de ocorréncia de certos acontecimentos criticos e das suas
respectivas consequéncias, €, finalmente, a formulagcdo de processos de tomada de decisoes. De
modo ideal, a tomada de uma decisdo, por exemplo, quanto as dimensdes do descarregador de
superficie de uma barragem, deveria levar em consideracao: (i) a probabilidade de que, ao longo
da vida util do empreendimento, o caudal mdximo para o qual foi projectado seja ultrapassado
pelas caudais de cheia que efectivamente se constate ser necessdrio descarregar; (ii) as possiveis
consequéncias da eventual subestimacdo do caudal de projecto; e (iii) a formulagcao de planos de
tomada de decisdes assentes em solucdes de compromisso entre avaliagdes quantitativas dos
riscos, custos e beneficios das diversas solu¢des alternativas estudadas.

Assim, num quadro completo e racional de tomada de decisdes relacionadas com o projecto
e o planeamento de infra-estruturas e de sistemas de recursos hidricos, € preciso levar em
consideracdo as incertezas associadas aos fendmenos hidrolégicos intervenientes. A teoria de
probabilidades e a estatistica constituem um campo de saber e fornecem ferramentas adequadas
para interpretar as caracteristicas de alguns desses fendmenos e para equacionar parte da
incerteza que lhes possa estar associada.

No presente documento sistematizaram-se alguns dos conceitos daquela teoria mais
relevantes e frequentemente intervenientes em estudos do ambito da engenharia dos recursos
hidricos, com énfase para a hidrologia. Pretendendo-se que se trate de um documento didéctico,
foram incluidos exemplos e exercicios de aplicacgdo de modo a tornar mais explicitos
aqueles conceitos.
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2. Caracterizacao preliminar das incertezas presentes nos fendmenos hidrologicos

As ocorréncias de muitos dos fendmenos relevantes no ambito da engenharia dos recursos
hidricos, incluindo a componente de hidrologia, contém incertezas aleatdrias, que nao podem ser
previstas com absoluta precisdo. Em geral, esses fendmenos sdo caracterizados por uma ou mais
variaveis mensuraveis na natureza (ou em laboratério), de modo normalizado e sistematico. Sob
as mesmas condicdoes de observacdo, os dados ou registos de uma mesma varidvel podem
apresentar valores muito diferenciados entre si, alguns com menor frequéncia e outros com
maior. A variabilidade dos dados apresenta um certo padrdo, o qual exemplifica apenas uma
realizacdo ou amostra da variagao intrinseca do fenémeno natural a que se referem tais dados.

Considere a amostra de precipitacdes didrias miximas anuais, Pdma, apresentadas na
Tabela 1, relativa ao posto udométrico de Pavia (20I/01G) (localizado na bacia hidrogréifica do
rio Tejo) no periodo de 94 anos hidroldgicos, entre 1911/12 e 2004/05. Recorda-se que tal
amostra € constituida por um valor por ano hidrolégico, a maxima precipitacdo em 24 h em cada
ano. Como € do conhecimento geral, em Portugal o ano hidrolégico decorre entre 1 de Outubro e
30 de Setembro.

Tabela 1 — Precipitacdes didrias maximas anuais, Pdma, no posto udométrico de Pavia (20[/01G), na
bacia hidrogréfica do rio Tejo, no periodo de 94 anos hidroldgicos, entre 1911/12 e 2004/05.

Ano Pdma Ano Pdma Ano Pdma Ano Pdma Ano Pdma
hidrolégico | (mm) | hidrolégico | (mm) | hidrolégico | (mm) | hidrolégico | (mm) | hidrolégico | (mm)
1911/12 242 1930/31 15.3 1949/50 43.8 1968/69 43.7 1987/88 27.0
191213 | 313 1931/32 40.2 1950/51 | 582 1969/70 | 36.2 1988/89 | 58.0
1913/14 | 325 1932/33 20.4 1951/52 | 34.6 1970/71 | 29.8 1989/90 | 278
1914/15 | 335 1933/34 | 20.2 1952/53 | 40.2 19710/72 | 60.2 1990/91 | 375
1915/16 | 202 1934/35 | 32.8 1953/54 | 20.8 1972/73 | 28.0 1991/92 | 352
1916/17 | 382 1935/36 | 43.2 1954/55 | 69.0 1973/74 | 31.4 1992/93 | 27.5
191718 | 367 1936/37 | 29.8 1955/56 | 44.0 1974/75 | 384 1993/94 | 285
1918/19 | 352 1937/38 | 428 1956/57 | 27.2 1975176 | 29.4 1994/95 | 52.0
191920 | 923 1938/39 | 45.0 1957/58 | 372 1976/77 | 34.0 1995/96 | 56.8
1920121 | 300 1939/40 | 342 1958/59 | 36.7 1977/78 | 47.0 1996/97 | 80.0
192122 | 252 1940/41 | 328 1959/60 | 49.0 1978/79 | 57.0 1997/98 | 29.0
1922/23 | 504 1941/42 | 463 1960/61 | 38.9 1979/80 | 36.5 1998/99 | 55.2
192324 | 357 1942/43 | 319 1961/62 | 39.6 1980/81 | 84.2 1999/00 | 48.4
1924725 | 405 1943/44 | 342 1962/63 | 63.3 1981/82 | 45.0 2000/01 | 332
1925/26 | 10.3 1944/45 | 243 1963/64 | 41.2 1982/83 | 95.5 2001/02 | 274
1926/27 | 402 1945/46 | L4 1964/65 | 46.6 1983/84 | 485 2002/03 | 274
192728 | 8.1 1946/47 | 374 1965/66 | 842 1984/85 | 38.0 2003/04 | 182
1928/29 | 102 1947/48 | 314 1966/67 | 29.5 1985/86 | 38.6 2004/05 | 34.2
192930 | 142 1948/49 | 243 1967/68 | 70.2 1986/87 | 26.0

O padrdo de variabilidade temporal das precipitacdes didrias mdximas anuais apresentadas
na anterior tabela pode ser visualizado pelo diagrama de série temporal ou diagrama
cronologico da Figura 1 (a) e, de forma mais elaborada, pelo histograma da Figura 1 (b).

Para construir o histograma da Figura 1(b) obtiveram-se as ocorréncias ou as frequéncias
absolutas com que os sucessivos valores da precipitacio estdo compreendidos entre os limites de
diferentes intervalos de classe para o que foram consideradas classes com amplitude de 12.5
mm. O resultado, em cada classe, do quociente entre a correspondente frequéncia absoluta e o
numero total de valores da amostra ou dimensdo da amostra, N, a saber no exemplo da Figura 1,

2
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N=94, é a frequéncia relativa nesse intervalo de classe (eixo principal das ordenadas no
diagrama do lado direito), que, na figura, foi expressa em percentagem. Para fixar o nimero de
intervalos de classe do histograma adoptou-se a regra de Sturges, ou seja, NIC =1+ 3.310g,0(N) ,

na qual NIC denota o nimero recomendado daqueles intervalos e N tem o significado antes
explicitado.

(a) Diagrama da série temporal ou diagrama cronolégico (b) Histogramas amostral e teérico de frequéncias relativas e densidade
de probabilidade
Precipitagdo didria maxima anual, Pdma (mm) Frequéncia relativa (%) Densidade de probabilidade (%)

100 45 T T T T T T T

T 35

T T T
: : : 40___Hislograma_ _____ ____’_____|____,_____:____
| | | | |
80-___I____\____I____I___\____I___ (1 __:_ ————— ————l—————l————l—————:————--3-0
| | I I | I 1] I | | I I |
| | | | | | I | | A____x_____|____|_____w____--2'5
60 T - - :————:————:— -e - - -4 - fH- w4 - \ ‘ Histograma tedrico e
t AUl N LI | DO7T - "~~~ =-=7°F " 7 - . | I
| ; ! ! | . ! ; \ J densidade de probabilidade 2.0
1 mli®T AMULIRTRSE T A d o ULy ol L] N TS
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Ano civil de inicio do ano hidrolégico Precipitagdes didrias maximas anuais (mm)

Figura 1 — Variabilidade temporal das precipitacdes didrias maximas anuais (mm) no posto udométrico
de Pavia (20I/01G), na bacia hidrogréfica do rio Tejo, no periodo de 94 anos hidroldgicos,
entre 1911/12 e 2004/05.

Suponha-se agora que, tendo em vista um problema de andlise de cheias, se pretendia
estimar o caudal de ponta de cheia para a precipitacao didria mdxima anual de 103 mm, superior
a qualquer valor da amostra da Tabela 1. Com base unicamente nessa amostra, poder-se-ia
concluir que, ndo tendo ocorrido no passado um valor dessa ordem de grandeza, seria
improvdvel que o mesmo se realizasse no futuro, especialmente estando-se em presenca de uma
amostra consideravelmente longa. Em contrapartida, poder-se-ia admitir que, ndo obstante esta
dltima constatagdo, se a amostra tivesse maior dimensao ou se respeitasse a outro intervalo de
tempo, eventualmente conteria valores iguais ou mesmo superiores a 103 mm.

Para averiguar se poderdo ou ndo ocorrer valores para além dos contidos numa dada
amostra é necessdrio obter, de algum modo, o padrdo completo de variabilidade da varidvel a
que se refere essa amostra (ou seja, o histograma de um numero infinito de observacdes da
mesma) através de um funcao tedrica de distribuicdo de probabilidade ou, de modo equivalente,
da correspondente fungdo tedrica de densidade de probabilidade, para o que € necessario
estabelecer os modelos matemdticos que exprimem essas funcdes, com estimagdo, a partir da
amostra, dos respectivos pardmetros.

Um exemplo de uma dessas funcdes, no caso em mencao, referente a lei de Gumbel de dois
parametros (objecto do item 4), estd indicado na Figura 1(b) pela curva a vermelho que, lida em
correspondéncia com o eixo secundério das ordenadas (eixo de densidade de probabilidade),
representa a funcdo densidade de probabilidade de tal leii A mesma curva lida em
correspondéncia com o eixo principal das ordenadas (eixo de frequéncia relativa) traduz o
histograma tedrico, também de acordo com a mencionada lei.
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Embora o estudo e o ajuste de modelos paramétricos sejam tratados apenas em itens
subsequentes, anota-se, desde j4, que a probabilidade de ocorrer uma precipitagdo didria maxima
anual superior a 103 mm segundo a lei de Gumbel com parametros estimados a partir da amostra
apresentada na Tabela 1, é de 0.5%, ou seja, embora pequena, ndo € nula. A anterior
probabilidade pode ser entendida como significando que, em média, nos préoximos 200 anos,
poderé ocorrer uma dessas precipitacdes em um ano qualquer.

Poder-se-ia dar o caso de o critério de projecto requerer uma precipitacio mais
excepcional, por exemplo, susceptivel de ocorrer em qualquer um dos préoximos 1000 anos. Uma
precipitacdo de projecto tdo elevada asseguraria condi¢des de dimensionamento certamente mais
robustas. Contudo, convém sublinhar, que, por regra, a decisdo de adoptar um critério de
projecto mais excepcional implica, por um lado, maiores custos de construgdo e, por outro lado,
risco de falha ou mesmo de colapso menor. A opg¢ao por um dado valor de projecto, para além de
reflectir eventuais condicionalismos legais (tais como normas ou regulamentos), deve decorrer de
uma andlise de custos/beneficios e riscos, avaliados tendo em conta o horizonte da vida til
esperada para a estrutura hidriulica em cujo dimensionamento intervém, a par com as
consequéncias da falha/colapso dessa estrutura.

Um processo complementar para caracterizar de modo sintético a variabilidade de uma
série temporal de uma varidvel hidroldgica, como a apresentada na Tabela 1, utiliza as designadas
estatisticas amostrais ou estatisticas descritivas que nao sao mais do que medidas numéricas,
calculadas a partir da amostra, que “descrevem” as caracteristicas essenciais do histograma, tais
como a abcissa de seu centro geométrico, a dispersdo com que 0s pontos amostrais se distribuem
em torno do valor central e a eventual assimetria entre as caudas inferior e superior do diagrama.

A Tabela 2 contém o resumo das principais estatisticas amostrais, as férmulas de célculo
dessas estatisticas e, especificamente para a amostra de precipitacdes didrias maximas anuais da
Tabela 1, os respectivos valores numéricos. Explicitam-se, ainda, os significados das estatisticas
enquanto descritores da forma do histograma.

As principais medidas de tendéncia central sdo a média, a moda e a mediana. A primeira
corresponde a abcissa do centro geométrico do histograma, enquanto a moda € o valor mais
frequente da amostra e é dada pela abcissa da maior ordenada do poligono de frequéncias. Este
poligono € formado pela juncdo dos pontos médios dos topos dos rectingulos que constituem o
histograma, para o que € necessdrio considerar duas classes adicionais, uma em cada
extremidade, ambas com ordenadas nulas. Por sua vez, a mediana de uma amostra classificada
por ordem crescente — {x(), X2, ... , X} tal que xg € inferior ou igual a x4 1) — corresponde ao
elemento de ordem (N+1)/2, se N € impar, ou a média aritmética entre os elementos de ordens
(N/2) e [(N/2)+1], se N € par.

Uma das principais medidas de dispersdo é a varidncia, a qual € dada pela média dos
quadrados das diferengas entre os elementos amostrais € a respectiva média, multiplicada pelo
factor N/(N-1) para corrigir o chamado viés. A raiz quadrada da varidncia é o desvio-padrao,
sendo que o quociente entre este desvio e a média recebe a designacdo de coeficiente de
varia¢do, grandeza adimensional muito ttil para comparar as dispersoes relativas de diferentes
varidveis.

Outra grandeza adimensional de grande utilidade para a andlise estatistica de varidveis
hidroldgicas € o coeficiente de assimetria, calculado conforme também indicado na Tabela 2.
Relativamente a tal coeficiente, anota-se que, no caso de acontecimentos hidrolégicos extremos,
a soma das diferencas cubicas entre os elementos da amostra e a respectiva média €
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frequentemente positiva, em consequéncia de os valores mais elevados estarem muito mais
afastados da média do que os valores que lhe sdo inferiores. Como estdo em causa diferencas ao
cubo, resulta um coeficiente de assimetria positivo. E este o caso do histograma da Figura 1 (b) e
de tantos outros histogramas de amostras de varidveis hidrolégicas, o que torna necessario o
estudo de distribuicdes de probabilidade capazes de reproduzir essa assimetria, como, por
exemplo a de Gumbel a que se refere a curva de densidade de probabilidade representada
naquela figura. Contudo, pode dar-se o caso de uma amostra exibir um coeficiente de assimetria,
quer nulo, sendo o correspondente histograma simétrico, quer negativo, traduzido, neste caso, por
uma cauda inferior do histograma relativamente mais prolongada/estendida do que a cauda
superior.

Tabela 2 — Principais estatisticas amostrais ou descritivas, respectivas férmulas de célculo, significados e
valores tendo por base a amostra de precipitacdes didrias maximas anuais da Tabela 1.

Valor para a
Designagdo Tipo Notacdo | Férmula cdlculo ou conceito Interpretagcdo amostra da
Tabela 1
Tendéncia oy Abcissa do centro
Média X X==)>x geométrico do 39.5 mm
central N 4 .
i=1 histograma
Tendéncia Elemento da amostra com Abcissa da maior
Moda XMmo . n ordenada do poligono de 40.2 mm
central maior frequéncia .
frequéncias
. o . Abcissa que divide ao
Mediana ou 2° | Tendéncia | Xypou | 50% dos valores ordenados . )
. . . meio a drea do 36.4 mm
quartil central Q abaixo e 50 % acima .
histograma
. Abcissa que divide em
loquartil | Cauda Q | Medianados50% menores 25-75% a drea do 34.2mm
inferior valores .
histograma
. . Abcissa que divide em
3° quartil Cauda Q; Mediana dos 50% maiores 75-25% a drea do 38.4 mm
superior valores .
histograma
Amplitude . ~ Amplitude entre as
AIQ=Q; —
interquartis Dispersdo AlQ =%~ abscissas Q; e Q 4.2 mm
Momento B _ Poténcia r da média dos
central de - m, m, =§Z(Xa -XJ desvios em relagdo a -
ordem r i=l média
N Média dos desvios
Variincia Dispersio S¥ Sk = ﬁmé quadriticos, em relacio a | 295.9 mm’
média
Desvio- . ~ o Raiz quadrada do desvio
-padrio Dispersdo Sx S =Sk quadratico médio 17.2mm
COGflC.IGIINIG de Dispersio cv ovSx Desv10-pac~ira0 eXpresso 0.436
variacdo X em fraccdo da média
.- N
Coeficiente de |\ rotria | ¢ g Coeficiente adimensional 1.149
assimetria (N-1)(N-2)sx)
_ (N+1) N? m, _
ici N-1)(N-2)(N-3)(S¢ ) i i i
Coeficiente de Curtose K (N=1)( )(N-3)(Sx) Coeficiente adimensional 1.699
curtose 3N+’ (achatamento)
(N-2)(N-3)
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Em complemento dos elementos precedentes referentes a andlise preliminar de dados
hidrolégicos, recomenda-se a consulta do capitulo 2 do livro de Naghettini e Pinto (2007), sendo
que tal livro se encontra disponivel na sua versdo completa, mediante acesso a seguinte URL:
http://www.cprm.gov.br/publique/cgi/cgilua.exe/sys/start.htm?infoid=98 1 &sid=36.

A prética profissional associada a engenharia dos recursos hidricos exige a formulagdo de
modelos matematicos com o objectivo de representar/caracterizar os processos fisicos e, assim,
possibilitar a tomada de decisdes, por exemplo, quanto ao planeamento e ao projecto dos
sistemas para aproveitamento e/ou controlo das disponibilidades hidricas de superficie. No
essencial, tais modelos podem ser deterministicos e ndo deterministicos, sendo que, naquele
primeiro tipo se incluem os modelos empiricos e os fisicamente baseados, €, no segundo tipo, 0s
modelos probabilisticos e os estocdsticos, Quintela e Portela (2002).

Uma vez que os modelos sdo representacdes imperfeitas e aproximadas da realidade, as
estimativas e as previsdes a que conduzem estdo necessariamente sujeitas a imprecisdes e,
portanto, contém incertezas. Como antes mencionado, essas incertezas decorrem da insuficiente
monitoriza¢do e/ou conhecimento associado ao processo fisico em causa e, sempre que possivel,
devem se consideradas em simultineo com as incertezas aleatorias, intrinsecas do processo, para
assegurar uma completa caracterizacdo das incertezas e das suas implicacdes nos actos de
tomada de decisdoes de engenharia (Ang e Tang, 2007). Algumas dessas incertezas podem ser
reduzidas pela aquisicdo de dados adicionais e/ou pela formulagdo de modelos alternativos,
expectavelmente mais aptos a representar o fendmeno em estudo.

Ao pretender-se caracterizar as precipitacdes didrias mdiximas anuais no posto de
Pavia (201/01G) a que se refere a Tabela 1 mediante adopcdo da lei de probabilidades de
Gumbel, conforme antes considerado, introduz-se, necessariamente uma simplificacdo na
interpretacdo do processo natural que produz tais precipitacdes que, porventura, poderiam ser
melhor descritas por uma outra fungcdo de distribui¢do de probabilidade ou mesmo por uma
combinacdo de vdrias dessas funcdes. Mesmo que a distribuicio de Gumbel constituisse a
verdadeira sintese matemdtica do processo fisico conducente aquelas precipitacdes, tal
distribuicdo possui pardmetros, cujas estimativas sdo obtidas a partir de uma amostra com
dimensdo sempre muito limitada face a infinitude do universo de onde provém, pelo que aqueles
parametros necessariamente diferem dos verdadeiros, embora desconhecidos, parametros do
universo.

Em consequéncia das anteriores incertezas, ao afirmar-se que a precipitagio didria méxima
anual de 103 mm (ou seja, ao quantil de 103 mm) estd associada a probabilidade de excedéncia
de 0.5%, estd simplesmente a falar-se de um valor esperado, ou seja, de um valor médio em
torno do qual se pode construir um intervalo de valores que conterd o verdadeiro e desconhecido
valor do quantil, com uma certa confianga, por exemplo, de 95%. A inclusdo destas e de outras
incertezas na pratica da engenharia de recursos hidricos requer alguns fundamentos da teoria de
probabilidades e estatistica que a seguir se descrevem.
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3. Definicoes basicas
3.1. Nota prévia

Apresentam-se a seguir algumas definicdes bdsicas e os principais fundamentos que
enquadram as aplicacdes da teoria de probabilidades e estatistica a hidrologia.

3.2. Espago de resultados ou espaco amostral

O espaco de resultados ou espaco amostral é o conjunto de todos os resultados
elementares, mutuamente exclusivos e colectivamente exaustivos de uma experi€ncia aleatdria.
Em geral, denota-se esse conjunto por  distinguindo-se entre espacos numerdveis € ndo
numerdveis € entre espagos finitos € infinitos. Um acontecimento € um qualquer subconjunto do
espago amostral.

Exemplos:

(1) Qp:{nimero de dias chuvosos num ano}={ 0, 1, 2, ... , 365} — espaco amostral
numeravel e finito;

(i) Qp:{nimero de dias consecutivos sem chuva}={ 0, 1, 2, ... } — espaco amostral
numeravel e infinito;

(iii) Qs:{precipitacao didria maxima anual no posto udométrico de Pavia ={P; PeR,} —
espago amostral ndo numeravel e infinito.

3.3. Acontecimento aleatorio

Um acontecimento aleatério é uma situacao especifica que se pretende que ocorra cada vez
que se realiza uma experiéncia aleatéria. Um acontecimento aleatério pode ser um elemento ou
um subconjunto do espago amostral Q.

Exemplos:

(1) A:{média da precipitacdo nos dias com chuva no posto udométrico de Pavia (201/01G)
no ano hidrolégico de 1916/17};

(i) B:{ndimero anual de dias com chuva no posto udométrico de Pavia (201/01G) durante
a década de 1980 a 1990}.

3.4. Complementar de um acontecimento aleatoério

O complementar, E°, de um acontecimento aleatério, E, é o acontecimento que ocorre
quando ndo ocorre E. O complementar €, portanto, o conjunto formado por todos os elementos
pertencentes a {2 e que ndo pertencem a E.

Exemplo:

Se a experi€ncia aleatdria consistisse na contagem do nimero anual de dias com chuva no
posto udométrico de Pavia a que se refere a Tabela 1 e se, para o ano hidrolégico de
1916/17, resultasse no evento de 82 dias com chuva, ter-se-ia E*:{0, 1, 2, ..., 80, 81, 83, 84,
.., 365}.
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3.5. Combinagao de acontecimentos aleatorios. Unido e interseccdo

e Uniao

A unido de dois acontecimentos A e B, representada por AUB, € o conjunto formado pelos
elementos pertencentes a A ou a B ou a ambos. Por exemplo, se A se refere aos anos em que, em
dada estagdo hidrométrica, ocorreram caudais instantaneos superiores a 80 m’/s e B aos anos em
que a maxima precipitacdo didria num posto udométrico situado na bacia hidrogrifica daquela

estacdo hidrométrica foi superior a 40 mm, entdo AUB representa os elementos de A ou B ou de
ambos.

e [Intersecgao

A interseccdo de dois acontecimentos A e B, representada por ANB, € o conjunto formado
pelos elementos que simultaneamente pertencem a A e a B. No exemplo anterior, a interseccao
de A com B designa os anos em que simultaneamente ocorreram caudais instantaneos superiores
a 80 m’/s e maximas precipitagdes didrias superiores a 40 mm. Se a interseccdo de A com B é um
conjunto vazio, ou seja, se ANB=Y, entdo os acontecimentos ndo ocorrem simultaneamente,
recebendo a designagdo de acontecimentos mutuamente exclusivos, incompativeis ou disjuntos.
Qualquer acontecimento e o seu complementar, A e A®, constituem exemplos de acontecimentos
disjuntos.

3.6. Probabilidade

Uma vez definidos o espago amostral e os acontecimentos aleatdrios, pode associar-se uma
probabilidade a cada um desses acontecimentos, podendo entender-se por tal uma medida
relativa da sua possibilidade de ocorrer, compreendida entre os valores extremos de 0
(impossibilidade de ocorréncia ou acontecimento impossivel) e de 1 (certeza de ocorréncia ou
acontecimento certo).

Segundo a definicdo mais usual, a probabilidade de um acontecimento A de um espago
amostral Q, P(A), ¢ um nimero ndo negativo que deve satisfazer os seguintes axiomas:

(a) 0<P(A)<I,;
(b) P(Q)=1;e

(c) para qualquer sequéncia de acontecimentos mutuamente exclusivos E;, E,, ... E., a

probabilidade da unido desses acontecimentos € igual a soma das respectivas
probabilidades individuais, ou seja, P(U; E, ): > P(E,).

Dos anteriores axiomas, decorrem os seguintes coroldrios:

e P(A)=1-P(A)

* P(©)=0

e Se A e B sao dois acontecimentos do espago amostral Q e A < B, entdo P(A)<P(B).

® Desigualdade de Boole (ou limite da unido): se Aj, Az, ... , Ay sd0 acontecimentos
definidos num espago amostral, entdo, P(UZ1 A )S 221 P(Al. ).
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® Regra da adicdo de probabilidades: se A e B sdo dois acontecimentos do espago
amostral Q, entdo, P(AUB) = P(A) +P(B)-P(ANB).

3.7. Dependéncia e independéncia estatisticas

Um acontecimento A depende estatisticamente de B se o facto de B ocorrer altera a
probabilidade de A ocorrer. Neste caso, a probabilidade de que o acontecimento A ocorra, dado

z

que o acontecimento B ocorreu, € referida como probabilidade condicional de A dado B e
denotada por P(A|B). Em termos formais, é calculada por P(A|B) =P(A mB)/P(B). Ao

contrario, se a probabilidade de ocorréncia do acontecimento A nao é afectada pela ocorréncia
de B, ou seja, se P(A|B) =P(A), entdo A é dito estatisticamente independente de B sendo a

probabilidade da ocorréncia simultanea dos acontecimentos A e B dada por P(AnB)=P(A).P(B).

Exercicio 1 — Considera-se que dois acontecimentos naturais podem produzir a ruptura de uma dada barragem situada
numa regido pouco monitorizada do ponto de vista hidroldgico e sujeita a tremores de terra: a ocorréncia de um
caudal de ponta de cheia superior ao caudal de projecto do descarregador de superficie (acontecimento A) e o
colapso estrutural devido a um tremor de terra (acontecimento B). Admitindo que as probabilidades anuais dos
anteriores acontecimentos sio, respectivamente, P(A)=0.02 e que P(B)=0.01, estime a probabilidade da barragem
romper num ano qualquer.

Solucdo: A ruptura da barragem pode ser devida a uma cheia, a um tremor de terra ou a ac¢do conjunta dos dois
acontecimentos; tratando-se, portanto, de um acontecimento composto pela unido dos acontecimentos A e B, a

respectiva probabilidade é dada por P(A v B) =P(A)+P(B)-P(ANB), sendo que ndo se conhece P(ANB). No
pressuposto de que, mesmo que exista alguma dependéncia estatistica entre A e B, P(A N B) devera apresentar um

valor muito baixo e atendendo a desigualdade de Boole, resulta, de modo conservador, que
P(A U B) = P(A) + P(B)=0.02+0.01=0.03. Admitindo-se que os acontecimentos A e B sdo independentes, obter-se-

ia P(A UB)=P(A) + P(B) — P(A) P(B) = 0.0298 .

3.8. Varidveis aleatorias discretas e continuas

Seja E uma experiéncia aleatdria e € o respectivo espaco amostral. Por varidvel aleatéria
entende-se uma fungdo X que associa a cada elemento se 2 um nimero x(s).

Para melhor explicitar o significado de X, considere-se a experiéncia E: {lancamento
simultaneo de duas moedas distinguiveis entre si} cujo espaco amostral € Q:{ff, cc, fc, cf}, onde
f simboliza ‘face’ ou ‘cara’, e ¢ ‘coroa’. Se a variavel X for definida como o numero de
‘faces’/‘caras’ decorrentes da mencionada experi€ncia, os seus valores possiveis sao os indicados
na Tabela 3.

Tabela 3 — Numero de ‘faces’ resultantes do langamento simultdneo de duas moedas.

Acontecimento Valores da varidvel aleatéria X Probabilidade de ocorréncia
A:{ff} x=2 0.25
B:{cc} x=0 0.25
C:{fc} x=1 0.25
D:{cf} x=1 0.25
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Em condi¢des normais de realizacdo da experiéncia, os acontecimentos A, B, C e D sdo
considerados equiprovaveis, ou seja, P(A)=P(B)=P(C)=P(D)=0.25. As probabilidades de que a
varidvel aleatoria X assuma cada um dos seus possiveis valores sdo: P(X=2)=P(A)=0.25,
P(X=0)=P(B)=0.25 e P(X=1)=P(CuD)=P(C)+P(D)=0.50; observe-se que os acontecimentos C
e D sdo disjuntos e, em consequéncia, P(CND)=0. Neste exemplo, a varidvel aleatéria X
apenas pode assumir valores positivos e inteiros, em conformidade com as possiveis realizacoes
da experiéncia E, no espaco amostral Q. Em geral, a notacdo usada para expressar a
probabilidade de uma varidvel aleatéria X assumir um dado valor x é P(X = X)=pX(x) ou

simplesmente P(X = x)=p(x).

o Variavel aleatoria discreta

Uma varidvel aleatéria discreta pode assumir somente valores inteiros, correspondendo a
espagos amostrais finitos ou infinitos, porém susceptiveis de serem enumerados, ou seja, espagos
amostrais numerdveis. No caso da experiéncia E:{lancamento simultdneo de duas moedas
distinguiveis entre si} a que se refere a Tabela 3, sendo X o numero de ‘caras’ obtidas num
lancamento, X € uma varidvel aleatoria discreta.

o Variavel aleatoria continua

Uma varidvel aleatéria continua pode assumir qualquer valor real num dado intervalo,
correspondendo a espacos amostrais finitos ou infinitos, porém ndo numerdveis. Exemplificando-
se, considere a experiéncia A:{medicdo da precipitacdo didria num dado posto udométrico}. A
variavel aleatéria X representativa da precipitacdo didria maxima anual nesse posto é uma
varidvel aleatdria continua pois, teoricamente, pode assumir qualquer valor real entre 0 e oo,
embora com diferentes probabilidades.

10
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4. Funcoes de distribuicao de probabilidade

As  funcoes de distribuicdo de probabilidade sao fungdes que descrevem o
“comportamento” de uma varidvel aleatdria, discreta ou continua.

Assim, para caracterizar as probabilidades associadas aos possiveis valores de varidveis
aleatérias, X, do tipo discreto, P(X = x):pX(x), utilizam-se as designadas funcoes de

probabilidade ou funcoes massa de probabilidade, fmp. Qualquer fmp tem de satisfazer as
seguintes condi¢des:

(1) px(x)=0, Vx e
(i) Y px(x)=1, Vx.

A soma das ordenadas de uma fmp relativas aos sucessivos valores de x, conduz a
designada fungdo acumulada de probabilidades, FAP ou seja,

E (x)=P(X<x)= ZX.SXPX(Xi):ZX,sX p(x,),. A Figura 2 ilustra as duas anteriores fungdes

tendo por base o exemplo da Tabela 3.

px(x) | F (x) =) py(x)
1.0 7] 1.0 1 4
0.5 — 0.5 E 5
— ——: E
0.0 - 0.0 : .
0 1 2 X 0 1 2 x

Figura 2 — Fungdes massa e acumulada de probabilidades da variavel aleatéria discreta X do exemplo da
Tabela 3.

Se a varidvel aleatdria X puder assumir qualquer valor real, ou seja, se for do tipo continuo,
a funcdo equivalente a fmp é denominada por funcdo densidade de probabilidade, fdp. Esta
fungdo ndo negativa, em geral denotada por f,(x) ou simplesmente por f(x), estd exemplificada
na Figura 3, representando o caso limite de um poligono de frequéncias para uma amostra de
tamanho infinito e, portanto, com as amplitudes dos intervalos de classe a tender para zero.

E importante notar que, contrariamente a funcdo fmp relativa ao caso discreto, a fdp num
dado ponto xq fy(X,)ndo fornece a probabilidade de X para o argumento Xo e, sim, a

intensidade com que a probabilidade de ocorrerem valores menores ou iguais do que Xg se altera
na vizinhanca desse argumento.

11
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Figura 3 — Funcbes densidade e acumulada de probabilidades de uma variavel continua.

A darea entre dois limites a e b, definidos no eixo das abcissas representativo dos possiveis
valores da varidvel aleatéria continua, X, fornece a probabilidade de a varidvel estar
compreendida entre esses limites, como ilustrado na Figura 3. Portanto, para uma fdp f(x), é

vélida a equacao:
b
Pla<X<b)=Pa<X<b)= jfx(x)dx =F(b)—E (a) =F(b) =F(a) orevvrvrererererereans (1)

Consequentemente, ao fazer-se convergir o limite inferior da anterior integragdo, a, para o
correspondente limite superior, b, a representacdo da drea do grafico entre aqueles limites tende,
por assim dizer, para uma recta no plano real com darea, por principio, nula. Conclui-se, portanto,
que, para uma variavel aleatdria continua X, P(X=x)=0.

Em correspondéncia com o caso discreto, a funcdo acumulada de probabilidade, também
simplesmente designada por funcdo distribuicdo de probabilidade, FDP, de uma varidvel
aleatdria continua X, representada por Fx(x) ou simplesmente por F(x), fornece a probabilidade
associada a valores inferiores ou iguais ao argumento X, ou seja, a probabilidade de
ndo-excedéncia de x, P(X <x). Inversamente, a fdp correspondente pode ser obtida pela
diferenciagdo de Fx(x), em relagdo a x. Tal como no caso discreto, a FDP de uma varidvel

aleatéria continua é uma fungcdo ndo decrescente, sendo vélidas as expressoes Fx(-0)=0 e
Fx(+0)=1.

12
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Exercicio 2 — Considere que a Figura 4 representa a funcdo densidade de probabilidade da varidvel aleatéria
continua ‘caudal médio didrio maximo anual (m%s)’, numa dada estacdo hidrométrica. Determine: (a) P(X<100 m/s);

(b) P(X>300 m/s).
A
fx(x)
LY
: zZ
0 100 300 400' X

Figura 4 — Fun¢éo densidade de probabilidade
da varidvel aleatdria continua X.

Solucio:

(a) Se fx(x) é uma funcdo densidade de probabilidades, a
area do triangulo deve ser igual a 1. Assim, (400y)/2=1, o
que resulta em y=1/200. Logo, P(X<100 m/s),

correspondente a drea do triangulo até a abcissa 100, é
(100y)/2=0.25.
(b) P(X>300), ou [1- P(X <300)], corresponde a érea do

tridngulo a direita da abcissa 300. A ordenada z pode ser
calculada por semelhanca de tridngulos, ou seja,
(y/2)=300/100, o que resulta em z=1/600. Logo,
P(X>300)=0.083.
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5. Medidas descritivas populacionais das variaveis aleatérias
5.1. Nota prévia

A populagdo de uma varidvel aleatoria X corresponde ao universo ou espaco amostral dos
todos os seus possiveis resultados, cujas frequéncias de ocorréncias podem ser sintetizadas por
uma fmp px(x) ou por uma fdp, fy(x), consoante X € uma varidvel aleatéria discreta ou

continua, respectivamente. Em ambos os casos e de modo equivalente as estatisticas descritivas
de uma amostra extraida daquela populacdo, objecto do item 2, as caracteristicas de forma das
fungdes px(x) ou fy(x) podem ser sintetizadas por meio de medidas descritivas populacionais.

Tais medidas sdo obtidas através de médias, ponderadas por py(x) ou f, (x), de funcOes da

variavel aleatdria e incluem o valor esperado, a varidncia e o coeficiente de assimetria, entre
outras.

5.2. Valor esperado

O valor esperado ou a esperanca matemdtica de X € o resultado da soma de todos os
valores possiveis da varidvel aleatdria, ponderados por py(x) ou por fy(x). O valor esperado,
denotado por E[X], equivale a média populacional, |1, indicando, portanto, a abcissa do centro
de massa ou centroide das fungdes py(x) ou fy(X), pelo que tem as mesmas unidades de X. A
definicdo formal de E[X] é dada por:

E[X] =Uy = in pX(xi) W X teteente ettt ettt ettt et (2)
para o caso discreto; e por

E[X] =ty = [0 e (0 it 3)

para o caso continuo.

O valor esperado pode ser entendido como um operador matemdtico e ser generalizado
para qualquer fun¢do g(X) da varidvel aleatéria X, conforme expresso pelas equagdes (4) e (5)
para X discreta ou continua, respectivamente.

E[g(X)]= > B )Px (X)) VK, oo (4)

E[g(X )] = Ijg(x)fx (R)AX v (5)

As principais propriedades do operador valor esperado E(.) sdo:
e E[c]=c, para c constante.
e E[cg(X)]=cE[g(X)], para c constante e g(X) com o significado antes apresentado.

o Elcigi(X) £ c2 @2X)]=c1E[g1(X)] = c2E[g2(X)], para c; e ¢, constantes e g1(X) e g2(X)
func¢des de X.

* E[gi(X)] = E[gAX)], se gi(X) = g2X).

14
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Exercicio 3 — Calcule o valor esperado para a funcdo massa de probabilidades especificada pela Figura 2.

Solucdo: A aplicacido da equagdo (2) resulta em E[X]=px=0x0.25+1x0.50+2x0.25=1 que, de facto, € o centréide da
fungcdo massa de probabilidades.

Exercicio 4 — Considere uma varidvel aleatdria continua X, cuja funcido densidade de probabilidade € dada por
fxy(x)= 1/ 0 exp(— x/ G), para x>0 e 6>0, tratando-se, portanto, da distribui¢do de probabilidade exponencial, que,

de facto, € uma familia de curvas, a depender do valor numérico do pardmetro 8. Nessas condi¢des: (a) calcule o
valor esperado de X; (b) supondo que o valor numérico de 0 € igual a 2, calcule a probabilidade associada a valores

da varidvel aleatéria superiores a 3, ou seja, P(X > 3); e (c) supondo que 6=2, calcule a mediana da varidvel
aleatdria exponencial X.
Solucdo: (a) Para a distribui¢do em questdo, E[X]= Uy = J. oox fx (x)dx = I o?x/e)exp(— x/G)dx . Esta integracdo pode
0 0
ser resolvida por partes, ou seja, dv= (I/O)exp(— X/B) dx = v =—exp(- X/G) e u=x = du=dx. Resulta, assim,
I:dv = uv]§ —r\o/du =—X exp(— x/e)] :— 9exp(— x/G)] : =0 . Portanto, para a forma paramétrica exponencial, o
0 0

valor esperado, ou seja, a média da populagdo px € igual ao pardmetro 0; por outras palavras, a abcissa do centréide
da funcdo densidade de probabilidade, fdp, exponencial € 6. (b) A probabilidade pedida é calculada por
P(X >3)=1-P(X<3)=1- FX(3) em que FX(X) ¢ a funcdo distribuicdo de probabilidade, FDP, dada por

FX(X)=I0X(I/9)CXP(—X/9)C1X e cuja solugdo ¢é E¢(x)=1-exp(~x/0). Para os dados do exercicio,

P(X >3)=1-1+exp(- 3/2) =0.2231. (¢) A mediana ¢é o valor de x que corresponde a
P(X 2 x)= P(X < x) = FX(X) =0.50 . Invertendo-se a funcdo Fx(x), obtém-se X(F)= —Gln(l —F). Para os dados do
exercicio, a mediana é x(0.50)=—21n(1-0.50)=1.39.

5.3. Variancia, desvio-padrdo e coeficiente de variacdo da populagao

A varidncia da populacdo de uma varidvel aleatéria X, representada por Var[X] ou por
Gi, € definida como sendo o momento central de segunda ordem, ou 1, e corresponde a medida
populacional mais frequentemente utilizada para caracterizar a dispersao das fungdes massa,
px(x), ou densidade, fy (x) de probabilidade. Obtém-se, assim:

Var[X]=62 =, = E[(X = 11) 2= E[(X = E[X])?] oo (6)

Expandindo o quadrado contido na anterior equacdo e usando as propriedades do
operador esperanca matemadtica, resulta:

Var[X] =62 =, = E[X2]= (BIX])? covoooroeoeeeeeeeeeeoeeccceceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesseeeeceeeseeeeeeeeeeeeee (7)

Logo, a variancia populacional de uma varidvel aleatéria X € igual ao valor esperado do
quadrado dessa varidvel menos o quadrado do valor esperado de X, ou seja, o quadrado da média
A . . 2 . .
de X. A variancia de X tem as mesmas unidades de X e as seguintes propriedades:

e Var[c]=0, para c constante.
e Var[cX]=c*Var[X].

. Var[cX+d]=czVar[X], para d constante.
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De modo equivalente as estatisticas descritivas amostrais, o desvio-padrdo da popula¢cdo
ox € a raiz quadrada (positiva) da variancia, Gf( , possuindo, portanto, as mesmas unidades de X.
Define-se, igualmente, uma medida relativa adimensional da dispersdo de px(x) ou fy(x)por
meio do coeficiente de variagcdo populacional CVx , dado por:

Exercicio 5 — Calcule a varincia, o desvio-padrio e o coeficiente de variacdo para a funcio massa de probabilidade
especificada pela Figura 2.

Solucdio: A aplicacio da equacio (7) requer o cédlculo de E[X?] para o qual resulta
E [Xz] =Z:x,2 px(x;)= 0°%0.25+1°%0.5+2%x0.25=1.5. Atendendo a que, de acordo com o exercicio 3, E[X]=px=1,

1
obtém-se para a equagio (7), Var [X] = 6°x =1.5-1.0°=0.5. O desvio padrio &, portanto, 6x=0.71 e o coeficiente de
variagdo, CVx =0.71/1.0=0.71.

5.4. Coeficiente de assimetria

O coeficiente de assimetria yx de uma varidvel aleatéria X € uma grandeza adimensional
definida por

_ M _E[(X_“X)3]
e

O numerador do segundo membro da equacgdo (9) é o momento central de ordem 3, ou
seja, € o valor esperado do cubo dos desvios da varidvel aleatéria X em relagdo a respectiva
média py, podendo ser positivo, negativo ou nulo. Se tal numerador e, consequentemente, o
coeficiente de assimetria, forem nulos, a fun¢do densidade (ou massa) de probabilidade sera
simétrica. Se os valores de X superiores a média py estiverem relativamente muito mais afastados
do que os inferiores, os cubos dos desvios positivos irdo prevalecer sobre os negativos e o
coeficiente yx serd positivo, configurando uma funcdo densidade (ou massa) com assimetria
positiva. Caso contrdrio, ter-se-4 uma funcdo densidade (ou massa) de probabilidade com
assimetria negativa.

A Figura 5 ilustra trés fungdes densidades de probabilidade: uma simétrica, portanto, com
o coeficiente de assimetria nulo, outra com assimetria positiva igual a y=1.14 a e a terceira com a
assimetria negativa de y=-1.14.

Outras medidas, como os momentos de ordens superiores a 3 e o coeficiente de curtose,
embora constituam importantes complementos para a caracterizacdo da forma das funcgdes
densidade (ou massa) de probabilidade, encontram aplica¢cdes menos frequentes na modelacdo de
varidveis aleatdrias hidrolégicas. Ao leitor interessado em aprofundar os seus conhecimentos
sobre estes topicos, recomenda-se a consulta dos livros de Rao e Hamed (2000) e Hosking e
Wallis (1997).
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Figura 5 — Exemplos de funcdes densidade (ou massa) de probabilidade simétricas e assimétrica.
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6. Modelos de distribuicao de probabilidades de variaveis aleatérias discretas
6.1. Nota prévia

Um modelo de distribui¢do de probabilidades € uma forma matematica abstracta capaz de
representar, de modo conciso, as variacdes contidas numa amostra de uma varidvel aleatéria. Um
modelo de distribuicdo de probabilidades também € uma forma paramétrica, ou seja, € um
modelo matemdtico contendo parametros, cujos valores numéricos o definem completamente e o
particularizam para uma dada amostra de uma variavel aleatoria. Uma vez estimados os valores
numéricos desses parametros, o0 modelo de distribuicdo de probabilidades passa a caracterizar o
comportamento plausivel da varidvel aleatoria a que respeita aquela amostra podendo, como tal,
ser utilizado para interpolar ou extrapolar probabilidades e/ou quantis ndo contidos na mesma.

Os principais modelos de varidveis aleatorias discretas que encontram aplicagdes em
hidrologia estdo relacionados com repeticoes independentes dos chamados processos de
Bernoulli. Estes modelos sdo as distribuicdes geométrica e binomial que a seguir se descrevem
de modo sucinto.

6.2. Distribuicdo geométrica. Periodo de retorno

Por prova de Bernoulli entende-se a experi€ncia aleatéria em que somente dois resultados
dicotomicos sdo possiveis: “sucesso” ou “falha”, “sim” ou “ndo”, “0” ou “17, “positivo” ou
“negativo” sdo exemplos. Tal conceito serve de base a vérias distribuicdes tedricas.

Suponha-se que a escala temporal associada a uma determinada varidvel aleatéria foi
discretizada em intervalos com amplitude definida, por exemplo, em intervalos anuais. Suponha-
se também que, em cada intervalo de tempo, possa ocorrer um Unico ‘sucesso’, com
probabilidade p, ou uma unica ‘falha’, com probabilidade (1-p), e que essas probabilidades ndo
sdo afectadas pelas ocorréncias anteriores, nem afectem as ocorréncias posteriores. O processo
composto pela anterior sequéncia de repeticoes independentes de uma prova de Bernoulli
constitui uma sucessdo de provas de Bernoulli.

Para melhor ilustrar a aplicagdo dos processos de Bernoulli a hidrologia, considere que o
caudal médio didrio correspondente ao extravasamento/transbordamento de uma sec¢do
transversal de um curso de dgua é Qp, conforme se esquematiza na Figura 6. Considere, ainda,
que, em tal sec¢do, o regime fluvial se encontra em regime natural (ou seja, ndo € influenciado
pelo Homem), que se dispde na mesma de registos continuos durante N anos de caudais médios
didrios - série completa de caudais médios didrios — e que, para analisar as condi¢des de
transbordamento da sec¢do, se constitui a série de caudais médios didrios maximos anuais

formada em cada ano pelo maximo caudal médio didrio nesse ano, Q™ — série reduzida de
Q™, com dimensido N, representada na Figura 6. Em qualquer ano i, com 1<i<N, o ‘sucesso’,
em termos de transbordamento, é dado pelo acontecimento S:{Q;“a" > QO}, sendo a ‘falha' o
acontecimento complementar F: {Qf“’”‘ < Qo}- Tratando-se de um problema de génese de cheias

num trecho fluvial em regime natural, é vilido admitir que a probabilidade de ocorréncia de um
‘sucesso’ (ou de uma ‘falha’), em um ano qualquer, ndo € afectada pelas ocorréncias em anos
anteriores e em nada afecta as ocorréncias em anos posteriores. Supondo que a probabilidade

anual do acontecimento {S QM > Qo} € igual a p, verifica-se, assim, o preenchimento de todos
0s requisitos para considerar essa sequéncia independente como um processo de Bernoulli.
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Figura 6 — Cheias maximas anuais como ilustracdo de um processo de Bernoulli.

A variavel aleatdria discreta Y correspondente a distribui¢do geométrica refere-se ao
nimero inteiro de experiéncias (ou intervalos discretos de tempo) necessarios para que um tnico
‘sucesso’ ocorra. Portanto, se o valor da varidvel é Y=y, isto significa que ocorreram (y-1)
‘falhas’ antes da ocorréncia do ‘sucesso’, exactamente, na y-ésima tentativa. As funcdes massa e
acumulada da distribuicdo geométrica sdo dadas pelas seguintes equagdes:

Py(¥)=p(y)=p(=p)* ", y=12,3,00 €0 <P <1 coetrrerrreirerreieeeiirereeiesseeesssesnsenens (10)

y .
FY(y)zF(y)=Zp (L) T Y = 1,230,090 e (11)

nas quais a probabilidade anual de ocorréncia de um ‘sucesso’, p, representa o Unico pardmetro
da distribuicdo. Demonstra-se que valor esperado de uma varidvel geométrica, resultado da
soma infinita de termos, decorrente da aplicacdo da equacgdo (2), é

1

ou seja, quando o nimero de repeticdes (ou intervalos discretos de tempo) tende para infinito, o
valor médio de uma varidvel geométrica € o inverso da probabilidade de ‘sucesso’ p.

Introduza-se, neste ponto, um conceito de grande importancia em hidrologia, que € o de
periodo de retorno. Para tanto, considere-se que, nas condi¢des da Figura 6, a varidvel t designa
o nimero de anos entre ‘sucessos’ (transbordamentos) consecutivos. Adoptando-se para origem
da escala de tempos o ano do primeiro ‘sucesso’, a Figura 6 indica que seriam necessarios 1;=3
anos para uma nova ocorréncia do acontecimento S:{ QX >Q, } A partir do segundo ‘sucesso’,
Tp=1 ano e assim sucessivamente até t;,=5 anos. Se, por hipétese, N=50 anos e se nesse periodo
de tempo tivessem ocorrido 5 ‘sucessos’, depreender-se-ia que o nimero de anos que, em média,
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separaria as ocorréncias de caudais superiores a Qp seria de T=10 anos, significando que o
caudal Qo é superado com a frequéncia anual média de 1 a cada 10 anos.

E facil verificar que a varidvel T se enquadra integralmente na defini¢do de uma varidvel
aleatéria discreta geométrica e que, portanto, a ela se podem associar as caracteristicas
populacionais definidas pelas equagdes (10), (11) e (12). Em particular, pode definir-se o periodo
de retorno, denotado por T e expresso em anos, como o valor esperado da varidvel geométrica t.
Com essa defini¢do e usando a equacao (12), resulta:

O periodo de retorno, T, ndo se refere, portanto, a um ‘tempo cronoldégico’. De facto, T é
uma medida da tendéncia central dos ‘tempos cronologicos’. Por outras palavras, o periodo de
retorno, T, associado a um certo acontecimento de referéncia de um processo de Bernoulli
necessariamente definido numa base temporal anual, corresponde ao niimero médio de anos
necessdrios para que o acontecimento ocorra num ano qualquer desses anos e é igual ao
inverso da probabilidade de esse acontecimento ocorrer num ano qualquer desses anos, ou

seja, ¢ igual ao inverso da probabilidade anual de ocorréncia desse acontecimento.

Em hidrologia, o conceito de periodo de retorno € vulgarmente utilizado, por exemplo, no
estudo probabilistico de acontecimentos mdximos anuais, tais como caudais instantineos ou
didrios miximos anuais ou, ainda, precipitacdes mdximas anuais com dada duragdo. Tais
varidveis aleatdrias sdo continuas e, portanto, t€m o seu comportamento definido por fungdes
densidade de probabilidade genericamente designadas por fy (x). Se, para uma dessas varidveis,

denotada por X, se definir um quantil de referéncia xt, de modo que o ‘sucesso’ seja a ocorréncia
de valores superiores a xt, entdo, o periodo de retorno, T, associado a esse quantil de referéncia 4
dado pelo niimero médio de anos necesséario para que o acontecimento { X>xr} ocorra uma vez,
num qualquer desses anos. De acordo com a equagdo (13), resulta que o periodo de retorno
corresponde ao inverso de P(X>xrt), ou seja, ao inverso de [1 - K (XT )]

Exercicio 6 — Considere a situagdo descrita no exercicio 2, na qual a varidvel X se refere ao caudal médio diario
méximo anual (mY/s). Determine: (a) o periodo de retorno para x=300 m/s; e (b) o caudal médio didrio méximo anual
com o periodo de retorno T=50 anos.

Solucfo: (a) Estando-se em presenga de uma varidvel definida numa base anual € valido aplicar a no¢do de periodo
de retorno. Atendendo a que tal periodo € dado pelo inverso da probabilidade de excedéncia e tendo-se estimado no
exercicio 2 que P(X>300)=0.083 resulta que o periodo de retorno associado a esse caudal é de T=1/0.083=12.05
anos. (b) Ao periodo de retorno de T=50 anos corresponderd um caudal x5, compreendido entre 300 e 400 m’/s ji que
P(X>xs50)=[1- P(X <x50)]=0.02. De entre as possiveis vias de resolugdo do problema, optou-se por atender a equagao

da recta que passa pelos pontos (100; 1/200) e (400; 0) dada por fx(x)=f(x)=-x/60000+1/150. De acordo com o
pretendido, a 4rea do tridngulo com base dada pelo segmento de recta definido pelas abcissas xs5pe 400 e com altura
dada por f(xs50)=-x5¢/60000+1/150 € igual a 0.02, ou seja (400-x50)(-xs5¢/60000+1/150)/2=0.02. A anterior equacdo do
segundo grau tem duas raizes, uma maior do que 400 m’/s e que, portanto, estd fora do dominio de defini¢io de X, e a
outra de sensivelmente xs;=351 m’/s e que constitui a solucio do problema. Nesse ponto, o valor de fy(x) é de
aproximadamente 0.000817, verificando-se que se obtém de facto para a édrea do tridngulo 0.000817 (400-
351)/2=0.02.
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6.3 Distribuicdo Binomial. Risco hidrolégico

Ainda referente ao processo de Bernoulli anteriormente descrito, considere-se que a
varidvel aleatoria discreta Y representa o nimero de ‘sucessos’, de entre N possibilidades (ou
intervalos discretos de tempo). A varidvel Y pode ter qualquer valor entre O, 1, ... , N. Em
resultado da hipétese de independéncia entre as experiéncias de Bernoulli, cada ponto do espaco

amostral com y ‘sucessos’ e (N-y) ‘falhas’ terd probabilidade de ocorréncia igual a p*(1—p)" .

Entretanto, os y ‘sucessos’ e as (N-y) ‘falhas’ podem ser combinados de N!/[y! (N - y)!] modos

diferentes, cada um deles com probabilidade igual a p*(1—p)" . Portanto, a fmp da varidvel ¥ é
dada por

! N
py(y)=— o p* (1—p)*” =( jpy A=pN, y =01, . NeO<P <1 oo (14)
y!I(N-y)! y

que constitui a distribuicdo binomial, com pardmetros N e p. A FAP da distribuicdo binomial
fornece a probabilidade de X ser menor ou igual ao argumento x e é dada por

Y (N . .
FY(y):Z(_jp‘ FIE ) AR 05 15 S S (15)

i=0

O valor esperado e a variancia da distribui¢do binomial sdo respectivamente iguais a Np e
Np(1-p). A fmp binomial é simétrica quando p=0.5 e apresenta assimetria positiva, se p<0.5, e
negativa, em caso contrrio.

Exercicio 7 — Nas condi¢des da Figura 6, suponha-se que a dimensdo da séries caudais médios didrios maximos
caudais, Q™ é de N=10 anos e que o periodo de retorno associado ao caudal Qo é de 4 anos. Pergunta-se: (a) qual é
a probabilidade de que o caudal Q, tenha sido superado exactamente em 2 dos 10 anos? (b) qual € a probabilidade de
que o caudal Q, tenha sido superado em pelo menos 2 dos 10 anos?

Soluciio: E ficil verificar que o cendrio ilustrado pela Figura 6 se adequa a um processo de Bernoulli e a varidvel
‘ndmero de sucessos em N anos’, a uma varidvel binomial Y. (a) A probabilidade de que o caudal Q, tenha sido
superado exactamente 2 vezes em 10 anos pode ser calculada directamente pela equacdo 14, sabendo-se que a
probabilidade anual p (de ‘sucesso’) é o inverso do periodo de retorno T=4 anos, ou seja, p=0,25. Logo,
py (2)=[10y(2! 81)]0.25% (1-0.25)*=0.2816. (b) A probabilidade de que o caudal Q, tenha sido excedido pelo menos

2 vezes em 10 anos € igual a probabilidade de que o acontecimento tenha ocorrido 2, 3, 4, ..., 10 vezes, em 10 anos,
ou seja, € igual a soma dos resultados da funcdo massa para todos os argumentos compreendidos entre 2 e 10,
inclusive. Entretanto, tal cdlculo € equivalente ao cdlculo do complementar, em relagdo a 1 ocorréncia, da soma das
probabilidades de que o acontecimento ndo tenha ocorrido ou que tenha ocorrido apenas 1 vez. Portanto, nesse
entendimento, P(Y >2)=1-P(Y <2)=1-p,(0)-p,(1)=0.7560 -

Um conceito associado ao periodo de retorno refere-se a definicdo de risco hidrolégico, tal
como aplicado em projectos de estruturas hidriulicas de controlo de cheias ou de desvio
provisorio de um curso de 4gua durante as obras de constru¢cao de uma barragem.

Seja xt o valor da varidvel hidroldgica, por exemplo, caudal de ponta de cheia, para o
periodo de retorno T. Nestas condicdes, o risco hidrolégico, R, ndo € mais do que a probabilidade
de ocorrer um ou mais valores da varidvel hidrolégica iguais ou superiores a xT num periodo de N
anos. Em geral, o quantil de referéncia xr corresponde a cheia para a qual foi projectada a
estrutura hidraulica, enquanto o periodo de N anos corresponde a sua vida til da obra ou periodo
durante o qual € necessdrio assegurar o desvio do curso de dgua. A deducdo da expressdo do
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risco hidrolégico, R, pode recorrer a distribuicdo binomial. Com efeito, a probabilidade de que
pelo menos um ‘sucesso’ ocorra num periodo de N anos € equivalente a probabilidade do
acontecimento complementar, em relagdo a 1, de que nenhum ‘sucesso’ ocorra nesse periodo.

Portanto, usando a notacao Y para o nimero de ‘sucessos’ em N anos, tem-se que

R=P(Y>1)=1-P(Y=0)=1- 1(\)1 D (1= D) e (16)

Se o quantil de referéncia xt tem periodo de retorno T, a probabilidade de um ‘sucesso’, em
um ano qualquer, é igual a 1/T . Substituindo este resultado na equagao (16), segue-se que

1 N
R—l—(l—;j ................................................................................................................ 17)

Um raciocinio alternativo, embora simplificado, para alcancar a no¢do de risco hidrolégico
utiliza fundamentalmente o conceito de periodo de retorno e a independéncia temporal dos
“sucessos” ou dos “insucessos”. Com efeito, representando xt o valor da varidvel hidrolégica
com o periodo de retorno T, a probabilidade de, em qualquer ano, ocorrer xr é, como antes
afirmado, igual a 1/T. Logo, a probabilidade de xr nido ocorrer em qualquer ano é 1-1/T.
Atendendo a que a ndo ocorréncia de xT num dado ano em nada altera a probabilidade de nao
ocorrer no ano ou nos anos seguintes (pois os acontecimentos sao independentes) concluiu-se
que a probabilidade de xt ndo ocorrer em nenhum dos N anos do periodo considerado € de
(1-1/T)N. Logo, o risco hidrolégico, sendo a probabilidade de xt ocorrer uma ou mais vezes
durante esses N anos, ndo € mais do que o acontecimento complementar daquele outro
acontecimento, correspondendo-lhe, portanto, uma probabilidade complementar, do que
precisamente resulta a equacao 17.

Se o risco hidrologico foi fixado a priori, por exemplo, em fun¢do da tipologia, da
importancia e das dimensdes da estrutura hidrdulica, bem como das consequéncias (incluindo
eventual danos materiais e perda de vidas humanas) do seu eventual colapso, pode empregar-se a
equacdo 17 para determinar o periodo de retorno que deve ser adoptado como critério de
projecto, em face do periodo de vida util da obra de N anos a que tal critério de projecto se
aplica.

Exercicio 8 — A Figura 7 mostra o esquema do desvio provisério de um rio durante a construgdo de uma barragem,
compreendendo a execucdo de duas ensecadeiras A e B e de um tinel de desvio provisério inserido na margem
direita e iniciando-se a montante da ensecadeira de montante e finalizando a jusante da ensecadeira de jusante.

Deste modo e até dadas condi¢cdes de projecto, ndo
existirdo caudais circulantes no trecho fluvial
compreendido entre ensecadeiras. Suponha-se que o
periodo de construcdo da obra é de 5 anos e que o risco de
inundac¢do do trecho fluvial entre ensecadeiras foi fixado
em 10% (probabilidade de a capacidade de vazdo do tinel
ser excedida e de as ensecadeiras serem galgadas uma ou
mais vezes durante o periodo de construcdo de apenas
10%). Com base nesses elementos, determine o periodo de
-_———_——- retorno do caudal de ponta de projecto a considerar no
dimensionamento do tinel e na fixacdo da cota do topo das
ensecadeiras.

Figura 7 — Esquema de
desvio provisério de umrio.
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Solucdo: A inversio da equacdo 17 fornece para T:
B 1
1-(1-r)/N

Para R=0.10 e N=5 a anterior equa¢@o conduz a T=47.95 anos. Deste modo, a sec¢do transversal do tinel e a cota do
topo das ensecadeiras devem ser dimensionadas para o caudal de ponta de cheia com periodo de retorno de
aproximadamente 50 anos.
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7. Modelos de distribuicao de probabilidades de variaveis aleatérias continuas

De modo andlogo as varidveis aleatdrias discretas, existe um grande conjunto de modelos
probabilisticos para as varidveis aleatdrias continuas, com fun¢des densidade de probabilidade,
fdp, e distribuicdo de probabilidade, FDP, definidas por pardmetros. A partir desse conjunto,
elaboraram-se as Tabelas 4 e 5 contendo uma lista ndo exaustiva dos modelos com maior
aplicagdo as varidveis hidroldgicas, bem como a especificagdo dos respectivos parametros e
caracteristicas principais.

De acordo com as caracteristicas intrinsecas mais vulgarmente patentes nas amostras de
certas varidveis hidroldgicas, especificam-se, seguidamente, alguns dos modelos probabilisticos
que previsivelmente melhor se adequam a essas varidveis. Assim, (i) as distribuicdes Normal e
log-Normal ou de Galton sdo frequentemente aplicdveis a valores anuais da precipitacdo e do
escoamento; (ii) as distribui¢des log-Normal, de Gumbel para mdximos ou Gumbel Max (por
regra, referenciada apenas por distribuicdo de Gumbel), Pearson III, log-Pearson III e
Generalizada de Valores Extremos (GEV), a valores extremos maximos, tais como, precipitagdes
maximas anuais com dada duragdo ou caudais instantaneos maximos anuais; e (iii) os modelos de
Gumbel para minimos ou Gumbel Min e de Weibull, a valores minimos, por exemplo, de
estiagem, tais como caudais médios didrios ou, ainda, em periodos de 7 dias, uns e outros,
minimos anuais. A previsivel adequag¢do de alguns modelos a dadas varidveis hidrolégicas
decorre, quer de consideracdes tedricas, quer de certas caracteristicas de forma das distribui¢des
de probabilidades, com €nfase, para as referentes a assimetria.

Anota-se que a distribui¢cdo log-Normal aplica o formalismo da distribuicio Normal a
transformada logaritmica da varidvel aleatdria objecto desta ultima distribuicdo, passando-se
outro tanto entre as distribuicdes log-Pearson I1I e Pearson III.

A adequagdo da distribui¢do Normal a descricdo de algumas varidveis hidroldgicas resulta
do chamado teorema do limite central, segundo o qual a soma (ou a média) de um grande
nimero de varidveis aleatérias independentes tende a ser normalmente distribuida. Raciocinio
andlogo pode ser elaborado para a distribuicdo log-Normal, no que respeita ao produto de um
grande numero de varidveis independentes.

No caso de valores maximos ou minimos, a teoria de valores extremos fornece as bases
tedricas para a utilizacdo dos modelos que dela derivam, nomeadamente, as distribui¢des Gumbel
Max e GEV, para miximos, € as de Gumbel Min e Weibull, para minimos. Apesar de a aplicacao
dessas consideracdes tedricas as varidveis hidrolégicas nao ser isenta de controvérsia — ver, por
exemplo, Benjamin e Cornell (1970) ou Naghettini e Pinto (2007) —, por regra, os modelos das
Tabelas 4 e 5 e as indicagOes de algumas das suas potenciais aplicacdes sdo adequadas.

Para ilustrar o cdlculo de probabilidades com distribuicdes de varidveis aleatdrias
continuas, considere-se o caso da distribui¢io Normal a qual descreve o comportamento de uma
varidvel aleatdria continua X que se dispde simetricamente em torno de um valor central (a
média), com funcdes densidade, fdp, e distribuicdo, FDP, de probabilidades definidas pelos
parametros de posicao (média), lx, € de escala (desvio-padrio), 6x, de acordo com as equagdes
da Tabela 4.

24



PROBABILIDADES E ESTATISTICA APLICADAS A HIDROLOGIA

Tabela 4 — Principais modelos de distribui¢@o de probabilidades de varidveis aleatdrias continuas hidrolégicas e hidrometeoroldgicas.

. x . o Funcio distribuicio de Parametro
Distribuicao Apg(c)a- Variavel Dominio Fungdo denm[(i.a((’l( ‘; gﬁ lf)r(ol;?blhdade, fdp probabilidade, FDP Posici Escal F
Y X Yy [F(x) ou Fy(y)] 0sicao scala orma
! 1 x—n 2] Ifx(x)dx ou®(z) -
Normal M/T X (—o0,+0 ) fy(x)= exp ——( X ] e u b S
U oxi2n 2\ o X —u ¥ >0)
J _ X
com Z =
Ox
1 1 ?] y
log-Normal M/T Y =1n(X) _ _ YUKy J‘ Gy
ou de Galton Max [0.4e) fy(y)= oy om €Xp B ( Gy J fY(Y)dy Ly co | T
Gumbel Max
1 - - -
(ou apenas Max X (oo, +00) fy(x)=— exp{— x=B_ exp (— —_— } exp {— exp(— al BH B aO _______
Gumbel) o o o o >0)
B-1 X
o> 0: [d,00) 1 x—9 x—9 J‘ B
P I M X f = - fy (x)dx o
pason > 0<0: (-0,8] 7 ) [ o) Pl 3 A ’ (>0)
log-Pearson M Y =In(X) | O = 0:[exp(3, )) fy(y) 1 y =8y o y—dy j.f (y)dy 5 by
ax = ex] Y o
1 ay<0: (-o0,exp( 3, )] Y B ay P Ny : v N )
K<O0: X>(B+(X.) K 1 X_B I/Kil X—B I/K x—[_)) Ve
GEV Max X ¥<0: x<([3+0c)1< fX(X)_a[l_K( o j P 1_K( o J X 1_]{ o j p (:(0) K
k=0: GEV=Gumbel
Gumbel Min | Min X (—oo,+00) fx(x)=—exp x—P —exp x—B 1—exp| —exp =P B P
o o o (>0)
ol x o1 o o B o
X
Weibull Min X [0,400) fy(X)=—| = exp| —| = l—exp|—|=| | | -
: ﬁ[BJ B B 0 | ©O0

Observacdes:

1) Distribui¢des adequadas a amostras de valores: M/T, médios ou de totais anuais; Max e Min: extremos, incluindo, respectivamente, maximos anuais ¢ minimos anuais.

2) I'(B)=fun¢do Gama completa para o argumento [} ou F(ﬁ) = pr - exp(—x)dx (ver resolucio do Exercicio 10 e o Anexo 4 de Naghettini e Pinto, 2007).
0

3) A distribuicao GEV, para k=0, torna-se na distribuicio de Gumbel Max ou simplesmente de Gumbel.
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Tabela 5 — Principais caracteristicas das distribui¢cdes de probabilidades de varidveis aleatdrias continuas hidroldgicas e hidrometeoroldgicas.

Parametro Média E[X] ou, havendo Variancia Var[X] ou, havendo Coeficiente de assimetria yx ou, Fungdo de quantis
L .. L > . > .. x(F) ou havendo variavel
Distribuicao | Variavel L variavel transformada Y, variavel transformada Y, havendo variavel transformada Y, transformada Y. funcoes
Posi¢iio | Escala | Forma médias E[X] e E[Y] varidncias Var[X]e Var [Y] coeficientes de assimetria vy e vy de quantis x(F; e y((i?')
ux +2(F)ox
Normal X Ly AR — Ly % 0 L com
0) 7(F)= @' (F)
o2 - [ ( , ) ] ¥x =3CVyx +(CVx )® com expluy +z(F)oy ]
X = X = -1
Ux =exp| Hy + Ox =Mx|exp|\Oy c
log-Normal Gy 2 CVy =X = ,’expic%( i—l (F)
Wy e Kx Ly +ziF)oy
ou de Galton Y= (>0)
n(X) oy |
Hy Yy =0 com z(F)=®'(F)
Gumbel Max a o2
(ou apenas X B (>0) JE—— B+ 0.577216 o +1,1396 B—an[-In (F)]
Gumbel) 6
2 Nao hd forma analitica
Pearson III X ) o B op+8 o’B T simples para a fungio
ver Rao e Hamed,
>0 B (ver Rao e Hamed, 2000)
b | [ | jﬁY ( | JZBY elx] 3 elxfefx?] +2 felx)?
1 ey - 32
log-Pearson X 8 exp(8y) (1_ ” J 1-20y I-oy G _ff{var[sx]g 200 Nio h4 forma analitica
10 Y= Sy oy M Y (ver Griffis e Stedinger, 2007) (ver Grifis e Stedinger, 2007) simples para a fungo
In(x) (>0) 5 (ver Rao e Hamed, 2000)
oy Py +dy 2
ay” Py JBy
GEV 2 [- (1 +3%)+ 300+ ©)0(1 + 2K) -
o o o4 2 o { Kk }
X K +—[1-T({1+x — | [CU+2x)-T“(1+x 32 +—11—-[-In(F
et obe. 1) bl o0 B li-T+x)] [|K|] roe20-r20e0] | g ol s 292 ) B+—U-[-(F)]
multiplicar o resultado por -1 se x for negativo.
Gumbel Min o 2o’
P —-0.57721 - In|-In (F
(ver obs. 1) X B (>0) p-05 60 5 1.1396 B+on[-In (F)]
. 1‘(1+3)—3rf1+3j\‘(1+1j+2r3(1+lj
Weibull B o BF[I lj B{l‘( 2) 2[ lﬂ o o o o [ ( )]l/a
X e +— I+—|-T71+— 3 B|-In(F
(ver abs. 1) 0 | CO a a \/Huz]_rz(uiﬂ
o o

Observagio: 1) I'(B)=funcio Gama completa para o argumento 3 ou I'(3) = '[ xP! exp(—x)dx (ver resolucdo do Exercicio 10 e o Anexo 4 de Naghettini e Pinto, 2007).
o
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A FDP de uma varidvel normal requer uma integracdo sem solucdo analitica sendo que a
correspondente solu¢do numérica depende, por sua vez, dos valores numéricos dos parametros
Ux € ox. O célculo de probabilidades de variaveis aleatorias normais € facilitado pela utilizagdo
da varidvel normal reduzida Z.

Com efeito, se X € uma varidvel Normal e Z € uma combinagdo linear de X, da forma
Z=(X-py)/oy, entio a varidvel Z, também ¢ distribuida segundo uma lei Normal com

parametros nz=0 e oz=1. A distribui¢do de Z € geralmente referida como distribui¢cdo Normal
padrdo N~(0,1) e a varidvel Z, por normal reduzida. A integracdo numérica da fung¢io densidade
de probabilidade da distribui¢cdo N~(0,1), para distintos argumentos z, ®(z), encontra-se tabelada
— Tabela 6.

Dada a simetria da fdp da lei Normal e, obviamente, da lei Normal padrao, a um argumento
negativo, -z, simétrico de um outro tabelado, z, corresponde uma probabilidade de
nao-excedéncia, P(-z) complementar da tabelada para aquele outro valor, ou seja, (-z)=1-P(z).
A funcdo P(z) consta também das fungdes implementadas no software Microsoft Excel
(DIST.NORMP e NORMSDIST nas versoes, respectivamente, em Portugués e em Inglés). O
exercicio 9 exemplifica o cédlculo de probabilidades para a distribui¢io Normal.

Exercicio 9 — Considere que a varidvel escoamento anual (m”s) num dado curso de dgua em regime natural é
normalmente distribuida com média de 100 m’/s e desvio-padrio de 50 m/s. Calcule (a) a probabilidade de
ocorrerem caudais inferiores ou iguais a 50 m’/s, ou seja, P(Q<50)=F(50); e (b) o escoamento anual com o periodo
de retorno T=50 anos.

Solucfo: (a) Por meio da transformagdo Z = (X— I.LX)/GX , verifica-se que a probabilidade pedida é dada por
P(Q<50)=F(50)=P(z< (50-100)/50)=P(z< -1)=&-1) . A Tabela 6, referente a distribui¢io Normal padrio, fornece
®(z) apenas para valores positivos de z, sendo necessario recorrer a propriedade da simetria da distribui¢io Normal,
ou seja, H—1)=1-P+1)=1-0.8413=0.1587. (b) De acordo com a definicio de periodo de retorno aplicada a uma
varidvel aleatéria definida numa base anual, resulta que T=1/(1-F) em que F designa a probabilidade de nao-
excedéncia. Para T=50 anos, obtém-se F(q)=P(Q< q)=0.98. De acordo com a Tabela 6 para &z) =0.98 obtém-se, por
interpolaco linear, z=2.054. Logo, o caudal q com T=50 anos corresponde ao quantil q=100+2.054x50 =203 m’/s.

Conforme antes mencionado, as amostras de algumas varidveis hidroldgicas, tais como de
precipitacdes ou de caudais maximos anuais apresentam, em geral, coeficientes de assimetria
positivos e histogramas assimétricos a direita (ver Figura 5), em consequéncia de os processos
naturais subjacentes aos acontecimentos hidrometeoroldgicos e hidrolégicos raros e extremos
serem normalmente caracterizados por desvios, em relacdo a média, dos valores extremos
superiores a essa média, consideravelmente maiores do que os desvios dos valores extremos
inferiores a média. Para o caso de valores maximos anuais, as Tabelas 4 e 5 identificam as
distribuicoes mais frequentemente empregadas, a saber, os modelos log-Normal ou de Galton e
de Gumbel Max (ou simplesmente de Gumbel), descritos por dois pardmetros, € os modelos
Pearson III, log-Pearson III e GEV, com trés pardmetros. Deste grupo, com excep¢do da
distribuicdo Gumbel Max, cujo coeficiente de assimetria, Yx, € fixo e igual a +1.1396, as
distribuicdes restantes possuem coeficientes de assimetria varidveis, facto que as torna mais
flexiveis no que concerne a forma (ver Tabela 5).
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Tabela 6 — Funcgéo distribui¢do de probabilidade, FDP, da distribui¢do Normal padrao,

®(z)= 1/@[; exp(— 22/2)dz .

b4 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 | 05000 § 0.5040 § 05080 | 05120 § 05160 | 0.5199 | 05239 § 0.5279 | 0.5319 | 0.5359
0.1 | 05398 } 05438 § 05478 | 0.5517 | 05557 § 0559 } 0.5606 | 0.5675 § 05714 § 0.5753
02 | 05793 | 05832 f 05871 | 0.5910 | 05948 | 0.5987 | 0.6026 | 0.6064 | 06103 | 0.6141
03 [ 06179 | 06217 } 06255 | 0.6293 | 06331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.6480 | 0.6517
0.4 | 06554 | 06591 | 0.6628 | 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0.6844 | 0.6879
05 | 06915 } 0.6950 | 0.6985 | 07019 | 0.7054 | 0.7088 | 0.7123 | 0.7157 } 0.7190 | 0.7224
0.6 | 07257 % 07201 § 07324 | 0.7357 } 07389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 § 0.7517 | 0.7549
0.7 [ 0758 | 07611 | 07642 | 0.7673 | 07704 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 | 0.7852
0.8 | 07881 } 0.7910 § 07939 | 0.7967 | 0.7995 ¢ 0.8023 } 0.8051 § 0.8078 } 0.8106 ¢ 0.8133
0.9 [ 08159 | 08186 { 08212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 | 0.8365 | 0.8389
1.0 | 08413 | 08438 | 08461 | 0.8585 | 0.8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8599 | 0.8621
11 | 08643 | 0.8665 § 0.8686 | 0.8708 | 0.8729 ! 0.8749 | 0.8770 | 0.8790 | 0.8810 | 0.8830
12 | 08849 | 0.8869 | 0.8888 | 0.8007 | 0.8925 | 0.8944 | 0.8962 | 0.8980 | 0.8997  0.9015
13 | 09032 | 09049 t 09066 } 09082 } 09099 I 0.9115 | 0.9137 | 09147 } 09162 ¢ 0.9177
14 [ 09192 | 09207 } 09222 | 09236 | 09251 ! 0.9265 | 09279 § 0.9292 } 09306 { 0.9319
15 | 09332 | 09345 & 09357 } 09370 } 09382 | 0.9394 i 09406 ! 0.9418 ! 09429 ! 0.9441
1.6 | 09452 1 09463 | 09474 | 0.9484 | 09495 | 09505 | 09515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9545
17 | 09554 | 09564 § 09573 | 0.9582 | 09591 | 0.9599 | 09608 | 0.9616 | 0.9625 | 0.9633
1.8 | 09641 | 09649 § 09656 | 0.9664 | 0.9671 ! 0.9678 | 0.9686 | 0.9693 | 0.9699 ! 0.9706
19 [ 09713 1 09719 | 09726 | 0.9732 | 09738 | 09744 | 09750 | 0.9756 | 09761 | 0.9767
20 | 09772 % 09778 § 09783 | 0.9788 | 09793 f 09798 | 0.9803 | 0.9808 i 09812 ! 0.9817
21 | 09821 | 09826 | 09830 | 0.9834 | 09838 | 0.9842 | 09846 | 0.9850 | 09854 | 0.9857
22 | 09861 | 09864 § 09868 | 0.9871 } 09875 | 0.9878 | 0.9881 | 0.9884 } 0.9887 | 0.9890
23 [ 09893 | 09896 | 09898 | 0.9901 | 09904 | 0.9906 | 0.9909 | 0.9911 | 09913 | 0.9916
24 | 09918 } 09920 § 09922 | 09925 | 09927 | 0.9920 | 09931 | 0.9932 | 09934 | 0.9936
25 [ 09938 | 09940 § 09941 | 0.9943 | 09945 | 0.9946 | 0.9948 | 0.9949 § 09951 | 0.9952
26 | 09953 | 09955 ¢ 09956 | 0.9957 | 09959 ' 0.9960 | 0.9961 | 0.9962 | 0.9963 | 0.9964
27 | 09965 | 09966 § 09967 i 0.9968 } 09969 | 0.9970 | 09971 | 0.9972 } 09973 § 0.9974
28 | 09974 { 09975 § 09976 | 0.9977 | 09977 { 0.9978 { 0.9979 | 0.9979 | 0.9980 | 0.9981
29 | 09981 } 09982 § 09982 | 09983 } 09984 | 0.9984 } 09985 | 0.9985 } 0.9986 | 0.9986
3.0 | 09987 | 09987 § 09987 | 0.9988 | 09988 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9990 | 0.9990

3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993

3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997

3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 1 0.9997 0.9997 § 0.9997 0.9997 § 0.9998

Julga-se pertinente introduzir aqui uma importante ressalva relativa aos modelos Pearson
III, Log-Pearson III e GEV. Com efeito, tais modelos podem apresentar coeficientes de
assimetria negativos (dependendo dos valores numéricos de seus parametros), conducentes a
func¢des de distribuicao de probabilidade que, de algum modo, definem limites superiores para os
valores maximos da varidvel em estudo a que correspondem probabilidades de excedéncia, para
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todos os efeitos, iguais a zero. Nestes casos particulares, atendendo a incerteza inerente a
estimagcdo de parametros populacionais a partir das amostras, em geral pequenas, de varidveis
hidroldgicas, € prudente ndo recomendar o emprego de distribui¢des limitadas superiormente.

O exercicio 10 ilustra o cdlculo de probabilidades para a lei Generalizada de Valores
Extremos (GEV).

Exercicio 10 — Seja X a varidvel aleatdria ‘caudal médio didrio maximo anual’. Suponha-se que, numa dada secc¢do
da rede hidrografica, E[X]=500 m/s, Var[X]=47 025 (m3/s)2 e 7x=1.40. Tendo por base a lei Generalizada de
Extremos, GEV, calcule o caudal médio didrio maximo anual com o periodo de retorno 100 anos.

Solucdo: Conforme decorre das equagdes da Tabela 5 referentes a lei GEV, a relag@o entre o parametro de forma x e
o coeficiente de assimetria yx é biunivoca sendo apresentada no grafico da Figura 8. Para yx=1.40 resulta k =-0.04.
Recorrendo novamente a Tabela 5, nomeadamente, as equagdes da GEV que relacionam Var[X] com o e E[X] com o
e P, obtém-se primeiramente a=159.97 e, seguidamente, fazendo intervir este resultado, =401.09. Anota-se que o
software Microsoft Excel dispde de uma funcdo estatistica — LNGAMA, na versdo em Portugués, e GAMMLN, na
versdo em Inglés — que corresponde ao logaritmo neperiano da fungdo Gama para um dado argumento, pelo que a
exponencial dessa fun¢do fornece I' para esse argumento. O caudal médio didrio maximo anual com o periodo de
retorno de T=100 anos ¢ dado pela funcdo de quantis da GEV (iiltima coluna da Tabela 5), ou seja, x(100)=1209 m’s.

Coeficiente de assimetria, v

-035 -025 -015 -005 0.05 015 025 0.35
Parametro de forma, x

Figura 8 — Modelo GEV: relagdo entre k e x.
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8. Estimacao de parametros e de quantis das distribuicoes de probabilidade
8.1 Procedimento geral. Método dos momentos

Tomada a decisdao quanto ao modelo de distribuicdo de probabilidades a aplicar a amostra
de uma varidvel aleatéria e determinados os valores numéricos dos parametros que o definem, é
possivel calcular as probabilidades associadas a quaisquer valores da varidvel em questdo.
Importa, contudo, registar que, mesmo que tal modelo represente fidedignamente a varidvel
aleatdria, sO seria possivel conhecer os verdadeiros valores numéricos dos seus parametros se
toda a populacdo tivesse sido amostrada, o que, na pritica e pelo menos no que respeita as
varidveis hidrologicas, € impossivel.

Assim, na posse de apenas uma amostra finita de observacdes de uma varidvel aleatdria —
como a amostra de precipitacdes didrias maximas anuais apresentada na Tabela 1 —, pretender-
se-4, por regra: (i) identificar o modelo de distribui¢do de probabilidades da populacdo donde
provém a amostra; e (i1) proceder a estimativa dos valores numéricos dos parametros que
descrevem tal modelo. Os métodos que permitem estabelecer a associag¢do entre a realidade fisica
contida num conjunto de observagdes (ou seja, numa amostra) e a concep¢do abstracta de um
modelo probabilistico sdo geralmente denominados de inferéncia estatistica.

A populagdo €, de certa forma um conceito abstracto, pois remete para um conjunto
infinito de elementos potencialmente observdveis, mas que ndo existem no sentido fisico. Por
outro lado, a amostra é constituida por um conjunto de N observagdes reais {xl,xz,...,xN}, as
quais se supdem terem sido aleatoriamente sorteadas, uma a uma, de modo independente entre
si, de uma tunica populacdo, cujo comportamento probabilistico € dado por uma certa funcio
densidade de probabilidades fx(x) ou f(x), definida por pardmetros 6,,0,,...,0, . Nas anteriores

condi¢des de amostragem, {x,,xz,...,xN} constitul uma amostra aleatoria simples (AAS). As
observagoes {X],Xz,...,XN} representam os factos concretos, a partir dos quais, sao obtidas as

estimativas das caracteristicas populacionais, tais como a média, a variancia e o coeficiente de
assimetria, assim como as inferéncias sobre a respectiva distribuicao de probabilidades e sobre os
valores dos seus parametros.

Em alguns casos, a forma de fx(x) pode ser deduzida a partir das caracteristicas fisicas do
fendmeno em questdo ou de algumas estatisticas amostrais. Entretanto, mesmo que fx(x) tenha

sido correctamente postulada, as estimativas él,éz, ...,éi, ...,ék, dos seus parametros
0,,0,,...,6,,...,0,, tétm de ser necessariamente inferidas a partir de uma amostra. Se outras
amostras, todas com a mesma dimensdao N da anterior amostra, estivessem disponiveis seria de
esperar que cada uma delas produzisse estimativas, éi, distintas dos parametros da distribuicdo,
0,. Se as amostras com dimensdo N susceptiveis de serem constituidas fossem em grande

numero, as sucessivas estimativas assim obtidas para cada um daqueles parametros constituiriam,
elas proprias, uma varidvel aleatdria e, portanto, uma distribuicdo da estatistica amostral em
causa, a qual teria de conter o verdadeiro valor populacional desse parametro, embora de forma
mais ou menos dispersa, em conformidade com o grau de incerteza decorrente do processo de
estimagdo dos parametros populacionais a partir de amostras finitas de tamanho N.

Ha uma variedade de métodos de estimagao de parametros, entre os quais se destacam: (i)
o método dos momentos; (ii) o método da maxima verosimilhanca; (iii) o método dos momentos-
L; (iv) o método da médxima entropia; (v) o método dos minimos quadrados; e (vi) o método
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generalizado dos momentos. No presente documento apenas o método dos momentos serd
objecto de apresentacdo, por ser o método mais frequente utilizado e de mais fécil
implementacdo. Ao leitor interessado noutros métodos de estimagdo de parametros de
distribuicdes estatisticas, recomendam-se as seguintes referéncias: Rao e Hamed (2000), Hosking
e Wallis (1997), Meylan et al. (2008) e o capitulo 6 de Naghettini e Pinto (2007).

O método dos momentos consiste em igualar os momentos amostrais aos momentos
populacionais. O resultado dessa operagdo fornece as estimativas dos paradmetros da distribui¢ao
de probabilidades em questdao. Formalmente, sejam {xl,x2,...,XN} as observagdes constituintes
de uma amostra aleatéria simples constituida a partir de uma populacdo de uma varidvel
aleatéria com funcdo densidade de probabilidade com k parametros, representada por
fX(x;Gl,Gz,...,Gi,...,Gk) ou, numa anotacdo simplificada, por f(x;Ol,Gz,...,Oi,..,,Gk). Se pj e m;
representam, respectivamente, os momentos populacionais e amostrais, o sistema fundamental k
equacoes a k incognitas do método dos momentos € dado por:

1 (01,05081058, )= M, COM L, 2K ovvvveivrrrrnesesineceesnessesssssssssssssssssssssssssssssseeees (18)

As solugdes 0,.9,.....0,....0, do anterior sistema de equacdes constituem as estimativas dos

parametros 0; pelo método dos momentos. Os exercicios a seguir exemplificam a aplicacao de tal
método.

Exercicio 11 — Seja xj, X, X3, ... , Xy Uma amostra aleatéria simples retirada da populacdo de uma varidvel aleatéria
X, cuja fun¢do densidade de probabilidade, com um tnico parametro, 6, é dada por fy (X;G) = (6 + 1) x° para0<x <1.

Pede-se para: (a) determinar o estimador de 6 pelo método dos momentos; e (b) supondo-se que a amostra de X seja
constituida pelos seguintes elementos {0.20; 0.90; 0.05; 0.47; 0.56; 0.80; 0.35}, calcular o valor do anterior

estimador, ou seja, a estimativa de 6 pelo método dos momentos, 0 eca probabilidade de X ser maior do que 0.8.

Solucdo: (a) De acordo com o método dos momentos, havendo apenas um parametro a estimar, entdo, o0 momento de
ordem 1 fornecerd esse parametro, ou seja, p,=m;. De acordo com a equag¢do (3), o primeiro momento populacional é

1
dada por ule(X): I x(6+ l)xedx: 6+ 1)/(9 +2) sendo que o primeiro momento amostral é a média da amostra, ou
0

seja, ml:(l/N)Zin: X . Logo, ((3 + 1)/(§ + 2)= X =6=(2X-1)/(1-X). A dltima equagdo dé o estimador de 0
pelo método dos momentos. (b) A amostra fornecida conduz a X = 0.4757 . Entrando com este resultado na equagio
antes determinada para o estimador de 0, obtém-se 6 =(2x0.4757 — 1)/ (1-04757) = —-0.0926 . A fungdo distribuicio de

probabilidade, FDP, é dada por Fx(x)zF(x) :r(9+l)xedx =x%, Logo P(X>0.8)=1-P(X<0.8)=1-F (0.8)=1-
0
0.8167=0.1833.

Exercicio 12 — Considere a amostra de precipitagdes didrias maximas anuais no posto udométrico de Pavia
(20I/01G) a que se refere a Tabela 1. Conforme se explicitou na Tabela 2, foram estimadas as seguintes estatisticas
amostrais: média, X =39.5mm ; desvio-padrdo, sy =17.2mm; e coeficiente de assimetria, g, =1.149. Determine:
(a) os estimadores dos parametros da distribuicdo de Gumbel para midximos (ou simplesmente distribuicdo de
Gumbel) pelo método dos momentos; e (b) as estimativas dos anteriores parametros. Calcule: (c) a probabilidade de
a precipitacdo didria maxima anual ser superior a 65 mm,; e (d) a precipitacio didria maxima anual com o periodo de
retorno de 100 anos.

Solucéio: (a) Conforme se explicita na Tabela 5, a distribui¢do de Gumbel é definida pelos pardmetros o e 3, os quais
se relacionam com os dois primeiros momentos da populacdo pelas equagdes L, = E[X] =B+0.57720 e
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W, = Var[X]:nz(xz/ 6 . Igualando a variancia da amostra, sXZ, a da populagdo, L, e resolvendo a segunda das

anteriores equacdes em ordem a o obtém-se o estimador O = \/ng /Tt. Igualando a média da amostra, X, & da
populag@o, W, introduzindo o estimador & na primeira das anteriores equacdes e resolvendo-a em ordem a B obtém-
se o estimador Bz X-0.57726. (b) 6, e B constituem os estimadores pelo método dos momentos dos parametros
da lei de Gumbel. As correspondentes estimativas obt€ém-se muito simplesmente atendendo aos valores numéricos dos
momentos  amostrais, X e sx, em conformidade com a amostra em estudo, do que resulta

0 =+/6sy/m=~/6172/1=134 ¢ B=X-05772G=39.5-0.5772x134=318. (c) Atendendo a que P(X>65)=1-
F(65), bem como a equacdo de quantis da lei de Gumbel (apresentada na Tabela 5) e as anteriores estimativas dos
parmetros o e B dessa distribuicéo, obtém-se que P(X>65)=1-F(65)= =1-0.9196=0.0804. (d) Para o periodo de
retorno T=100 anos, correspondente a probabilidade de ndo-excedéncia de F(xr)=0.99, a fun¢do de quantis da Tabela
5 fornece x;p=93.5 mm. Nota: o anterior procedimento de calculo pode ser estendido as distribui¢des log-Normal ou
de Galton e GEV, a partir das equagdes de momentos e de quantis da Tabela 5. No caso particular da distribui¢io
GEV, pode usar-se a Figura 8, para uma primeira estimativa do parametro de forma x a partir da estimativa do
coeficiente de assimetria g=1.149. Em seguida ou alternativamente, pode obter-se uma maior precisdo na estimativa
de x, com base em aproximagdes sucessivas, mediante uso da funcio LNGAMA/GAMMLN do software Microsoft
Excel, referida a propésito daquela figura.

8.2 Factores de probabilidade

Uma abordagem, introduzida por Chow (1954), e que facilita muito o cédlculo dos quantis,
refere-se a utilizagdo dos factores de probabilidade. Segundo essa abordagem, o quantil xr, da
variavel aleatdria X, para a probabilidade de nao-excedéncia, F, ou, de modo equivalente para o
correspondente periodo de retorno, T tal que T=1/(1-F), pode ser estimado através de:

em que K] denota o factor de probabilidade, dependente de F e da distribui¢dio estatistica

para a qual se pretende estimar quantis. Se a média e o desvio-padrao populacionais, a saber, [Lx

e ox, forem substituidos pelas suas respectivas estimativas amostrais, X € Sy, a abordagem
passa a ser uma extensdo do método dos momentos e a equacao (19) toma a forma:

a qual exprime o facto de os produtos dos factores de probabilidade pelo desvio-padrdo, sy,

representam desvios crescentes, em relacdo a média amostral, X , a medida que as
probabilidades de ndo-excedéncia e, consequentemente, os periodos de retorno, aumentam.

A Tabela 7 apresenta as equacdes mais vulgares para cdlculo dos factores de
probabilidade para as distribuicdes Normal, log-Normal, de Gumbel, GEV, Pearson III e
log-Pearson III. Observa-se que, no caso das leis Normal e log-Normal o factor de probabilidade
para dado valor da probabilidade de ndo-excedéncia, F, ou, de modo equivalente, para o valor
correspondente do periodo de retorno, T, € igual ao valor da normal reduzida para esse valor de
F, z, conforme se sistematizou na Tabela 7. Anota-se que as equagdes da Tabela 7 fornecem
exactamente os mesmos resultados para os quantis estimados pelas fungdes de quantis da
Tabela 5.
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Tabela 7 — Expressdes de cdlculo dos factores de probabilidade Kpg; para diversas distribuigdes.

log-Normal ou

KI}:Iormal = Z(F)

Distribui¢ao Factor de probabilidade Equagdo de quantis Observagdo
(DIST) (K} sr) (Xp)
Normal Xp = X+ Kgm_mal Sy Z(F): Tabela 6

Xp = exp(? + Kgormal SY)

Z(F): Tabela 6

2 1
-6 K—I{Iormal) k2 - (K-ll;lormal - l) k3 + K{Iormal k4 + g k5

de Galton com Y = ln(X)
J6
Kumbel = —7{0.577216 +In [In (/B)]} =
Gumbel ) - ) ~ Xg =X+ KGumbel Sx e
[rigorosamente, Kg,,.»; depende da dimensdo da
amostra, N, Kite (1988)]
K 1+%)— |- In(F)[ _
GEV KgEv = (_] {F( ) [ 2( )] } Xp= X+ KEEV Sx I
I4 ) Jr(+2x) -1+ x)
Transformacgdo de Wilson-Hilferty Z(F): Tabela 6
3
2 gx | g 3 i -
ngmon = < KKEOW‘I _8x j &x l} -1 N.a transformagao de Wilson
2x 6) 6 Hilferty |g| < 2. Para outras
P I X AKE assimetrias consultar Rao e
earson- Alternativa Xg = &+ Kpearson Sx Hamed (2000)
2 1 3
ngam(m = K’]I:Iormal + (Kgonnal -Dk+ E(KL()rmul - Na equaga() alternativa

8
6

k

Transformagdo de Wilson-Hilferty

KF

3
2
Pearson = _{{[Kgmmal _g_Yj g_Y+ ]i| - ]}
gy 6 )6

Xg :exp(Y+ K;earson SY)

Z(F): Tabela 6

Na transformacdo de Wilson-
Hilferty |gY| < 2 Para outras
assimetrias consultar Rao e

log-Pearson I1I Alternativa com Y = ln(X) Hamed (2000)
Kperson = KX K.t =D k2 (K — 3 ;
Pearson = ™ Normal +( Normal ) +§( Normal Na equagao alternativa
T 2 T 2 3T e, 105 gy
_GKNormal)k _(KNormal -Dk +KNomml k +§k k= A

Exercicio 13 — Estime a precipitagdo média didria maxima anual com o periodo de retorno de 100 anos a que se
refere a alinea (d) do exercicio 12 no pressuposto de aplicag@o da lei de Pearson III.

Solucao: Conforme se especificou no exercicio 12, as estatisticas amostrais sdo X =395 mm, sy =172mm e

gy =1.149. Assim, recorrendo ao factor de probabilidade e as expressdes pertinentes da Tabela 7, obtém-se

sucessivamente: T=100 anos; F=1-1/T=0.99; K%  =7(0.99)=2.326 (Tabela 6); K

0.99

Pearson

=3.1266. Portanto, a

precipitacdo didria maxima anual com o periodo de retorno de 100 anos de acordo com a lei de Pearson III é dada

por: x; =X +K

100
Pearson

sx =39.5+3.1266x17.2 =93.3 mm.
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9. Andlise de frequéncia de variaveis hidrologicas
9.1 Nota prévia

A andlise de frequéncia de amostras de varidveis hidrolégicas tem por objectivo estimar
valores dessas varidveis para dadas probabilidades de ndo-excedéncia, F, ou, de modo
equivalente, para dados periodos de retorno, T, adoptados como critério de projecto para o que
utiliza distribuicdes de probabilidade supostamente capazes de descrever as varidveis. Os
resultados de tal andlise intervém na solu¢do de inimeros problemas da engenharia hidriulica e
ndo so, tais como a caracterizagdo das ocorréncias extremas associadas a cheias e a secas; o
projecto de descarregadores de cheias de barragens; o dimensionamento de albufeiras de
regularizacdo, de diques de proteccao marginal ao longo dos cursos de dgua ou de obras de
drenagem de vias de comunicac¢do; o projecto de pontes, por exemplo, no que respeita a fixagao
do vao livre ou da cota do tabuleiro ou, ainda, o estudo das erosdes em torno dos pilares; etc.

As amostras utilizadas na andlise de frequéncia devem ser representativas da varidvel a
que se referem, nao apresentando erros de observac¢ao ocasionais e/ou sisteméticos', devendo ter
um numero suficiente de elementos que permita realizar extrapolagbes merecedoras de
confianca. Além disso, é necessdrio assegurar que se tratam de amostras aleatérias simples, ou
seja, que os dados sdo homoge’neos2 e independentes, além de ‘sorteados’ ao acaso.

A condi¢do de homogeneidade pretende assegurar que todas as observacdes tenham sido
extraidas de uma mesma populacio, descrita por uma unica distribui¢cdo de probabilidades. Por
exemplo, para o caso de andlise de escoamento, em condi¢cdes de cheia ou ndo, pretende-se
assegurar que o uso e a ocupacdo da bacia hidrogrifica ndo tenham sido significativamente
modificados ou, ainda, que ndo tenham sido implantadas estruturas hidrdulicas que tenham
alterado o regime do escoamento natural. Por outro lado, a condicdo de independéncia procura
assegurar que nao existe dependéncia serial entre os elementos que constituem a amostra,
tornando-a apta a ser analisada mediante aplicacdo de procedimentos da andlise estatistica. Os
testes estatisticos de significdncia para verificar a adequacdo das amostras aos anteriores
requisitos encontram-se descritos no capitulo 7 de Naghettini e Pinto (2007).

9.2. Anadlise de frequéncia com base na apreciacdo visual do ajustamento (em grdficos
de probabilidade). Probabilidade empirica de nao-excedéncia

Para proceder a andlise de frequéncia de uma amostra, concretamente, para identificar as
distribuicOes estatisticas susceptiveis de serem aplicadas a essa amostra € frequente recorrer-se
ao ajustamento visual, tendo por base a representacdo grafica dos pontos da amostra e das leis

! Uma amostra de uma varidvel aleatdria é consistente se, a0 longo do respectivo periodo de observagdo, ndo existe
alteracdo do erro sistematico de medicdo da grandeza a que se refere a amostra. Constituem exemplos de quebra de
consisténcia a mudanga de local do aparelho de medig¢do da precipitacdo (udémetro) ou a criagdo de obsticulos
junto a0 mesmo ou o incorrecto nivelamento na mudanca do sistema de registos de alturas ou niveis hidrométricos
(Quintela, 1996).

? Uma amostra de uma varidvel hidrolégica diz-se homogénea quando, ao longo do respectivo periodo de observagao,
ndo existirem alteracdo nos factores que condicionam o fenémeno traduzido pela grandeza a que se refere a amostra.
No pressuposto de que, a escala do tempo abrangido pela amostra, ndo ocorreram mudangas climaticas, as quebras
de homogeneidade, a registarem-se, devem-se a alteracdes em factores fisicos, tais como os associados a
desflorestacdo ou ainda os decorrentes da construgdo de barragens. Em certas circunstincias, € possivel eliminar
uma quebra de homogeneidade, procedendo a reconstituicdo da amostra natural (Quintela, 1996).
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tedricas postuladas para representar essa amostra. Para o efeito, € necessario atribuir a cada
ponto da amostra uma probabilidade empirica de ndo-excedéncia, F (na designacdo inglesa,
plotting position). Em geral, o ajustamento grafico utiliza os designados papéis de probabilidade,
nos quais os eixos das ordenadas estdo graduados nas unidades dos elementos das amostra e os
eixos das abcissas, em escalas transformadas de probabilidades, tais que, para a lei a que se
refere cada um desses papéis, a relagdo entre os valores da varidvel aleatéria e as respectivas
probabilidades tedricas de ndo-excedéncia € linear. Os principais papéis de probabilidade
referem-se as distribuicdes Exponencial, Normal, log-Normal e de Gumbel, e todos assentam no
mesmo principio: escala das abcissas de modo a linearizar a mencionada relacdo para a
distribui¢cdo de probabilidades a que se refere o papel.

A Figura 9 exemplifica o papel de probabilidades Normal sendo que o segmento de recta ai
representada fornece as probabilidades de ndo-excedéncia para os valores da amostra a que se
refere o eixo das ordenadas. No caso da lei Normal, a linearizacdo da relagdo resulta muito
simplesmente de atribuir a cada estimativa da varidvel aleatdria o valor da normal reduzida para a
probabilidade de nao-excedéncia correspondente a essa estimativa. Para melhor elucidar o
conceito de papel de probabilidade incluiram-se na Figura 9, por assim dizer, trés eixos das
abcissas: dois na parte inferior do grafico — um linear em valores da normal reduzida, z — e outro,
com os valores correspondentes da probabilidade de ndo-excedéncia, F, a qual, no eixo superior
foi transcrita em termos dos periodos de retorno, T, que lhe correspondem.

1.1 1.4 2.0 3.3 10.0 100.0 1000.0 T (anos)
Varidvel
aleatoria, X /
/I
//
P
/
//
-
0.10 0.30 050 070 0.90 0.99 0.999 F=P(X< x)
T T T T T T
20 -1.0 0.0 10 2.0 3.0 z

Figura 9 — Papel de probabilidade da lei Normal.

Como mencionado, na representacdo em papel de probabilidade, a cada valor de uma
amostra € associada uma probabilidade empirica de ndo-excedéncia, F (plotting position, como
antes especificado). Se a amostra representasse toda a populagdo, a probabilidade de
nio-excedéncia associada a cada elemento seu seria dada pelo quociente entre o nimero de
elementos da amostra inferiores ou iguais ao considerado e a dimensao da amostra, N (ou seja,
seria a fracc@o dos elementos da amostra com valor inferior ou igual a cada elemento seu).

Numa amostra sem valores repetidos, se 1 representasse o nimero de ordem de um dado
elemento apds ordenacdo dos elementos dessa amostra por valores crescentes, tal probabilidade
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seria simplesmente dada por i/N. De acordo com essa noc¢do, a probabilidade de ocorrerem
elementos com valor, tanto inferior ao elemento com menor valor da amostra, como superior ao
elemento com maior valor da amostra seria nula (acontecimentos impossiveis). Em face de
amostras finitas representativas de populagcdes infinitas, o pressuposto de que nunca poderdao
ocorrer elementos com valores para além da gama de valores patente na amostra nido tem
sentido. Surgiram, assim, formulas de estimacdo de probabilidades empiricas que corrigem esse
pressuposto. Tais férmulas fazem intervir o nimero de ordem i de cada elemento da amostra,
ap6s ordenagdo dos elementos da mesma por valores crescentes (i igual a 1 para o menor valor
da amostra e igual a N, para o maior valor) e sdo frequentemente casos particulares da seguinte
formula geral, em que i e N t€m os significados antes especificados e ® é uma constante
compreendida entre 0 e 1 e que determina a qualidade do ajustamento entre probabilidades
empiricas e tedricas de acordo com as leis postuladas:

F = P(X S X) S o oo @1)

n+l1-2m

A férmula a aplicar deve atender a distribui¢cdo tedrica que se supde ser vélida para a populagcio
de onde provém a amostra em estudo. A Tabela 8 apresenta algumas das férmulas de célculo de
probabilidades empiricas de ndo-excedéncia, os correspondentes valores de ® e recomendacdes
quanto a sua aplicabilidade.

Tabela 8 — Férmulas para estimacdo de probabilidades empiricas de ndo-excedéncia.

Férmula Autor Valor de ®. Atributos de aplicacdo
_ ! Weibull ®=0.000. Probabilidades de excedéncia ndo
N+1 enviesadas para todas as distribui¢des

_ 1—0.44 Grineorten ®=0.440. Usada para quantis das
N+0.12 . distribui¢des de Gumbel, GEV e Weibull

_ 1—-0.375 Blom ®=0.375. Quantis ndo enviesados para as
N+0.25 distribui¢des Normal e Log-Normal

P i—0.5 Hazen ®=0.500. Usada para quantis da distribuicdo

N Pearson I
_1-0.40 Cunnane ®=0.400. Quantis aproximadamente nio
T N+020 enviesados para todas as distribui¢des

Na Figura 10 comparam-se as probabilidades empiricas de ndo-excedéncia obtidas pelas
féormulas da Tabela 8 para duas amostras, uma com 50 elementos (grafico do lado esquerdo) e
outra com 20 elementos (grafico do lado direito). A semelhanca do papel de probabilidade da lei
Normal, os eixos das abcissas de ambos os graficos foram graduados numa escala linear de
valores da normal reduzida. Como se pode observar, os resultados fornecidos pelas diferentes
férmulas apenas surgem diferenciados (pontos representativos das diferentes probabilidades
nitidamente ndo coincidentes) para probabilidades extremas — muito baixas ou muito elevadas —,
distinguindo-se tanto mais, quanto menor a dimensao da amostra a que respeitam.
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Probabilidade empfrica de ndo-excedéncia F Probabilidade empfrica de ndo-excedéncia F
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Figura 10 — Probabilidades empiricas de ndo-excedéncia fornecidas pelas férmulas da Tabela 8 para
duas amostras, uma, com 50 elementos (a esquerda) e, outra, com 20 elementos (a direita).

Sistematizam-se, seguidamente, as etapas requeridas pela representacido, para uma dada
amostra, da distribuicdo das probabilidades empiricas de ndo-excedéncia:

(1) ordenacao dos valores da amostra por valores crescentes;

(i1) atribuicdo, a cada valor ja ordenado, x;, da respectiva probabilidade empirica de nao-
excedéncia, F; por aplicacdo de uma das férmulas da Tabela 8;

(111) selec¢do de um tipo de papel de probabilidades consoante a expectativa da lei com
melhor ajuste (exponencial, Normal, log-Normal ou Gumbel), embora, desconhecendo-
se tal lei, se possa adoptar o papel de probabilidades da lei Normal;

(iv) representagdo grafica dos pares de valores (Fj, x;).

A Tabela 9 e a Figura 11 exemplificam a estimagdo da distribuicdo empirica das
precipitacdes didrias maximas amuais no posto udométrico de Pavia (20I/01G) a que se refere a
Tabela 1, mediante o recurso a férmula de Gringorten e aos papéis de probabilidade das leis
Normal (grafico superior) e de Gumbel (grafico inferior).

Nos graficos da Figura 11 os eixos das abcissas sdo lineares tendo sido completados por um
segundo eixo secunddrio, no topo de cada grafico, graduado em probabilidades de
nao-excedéncia, F. Incluiram-se, nos graficos, as curvas resultantes do ajustamento das
distribuicoes Normal, de Gumbel e log-Normal aos pontos da amostra. Tais curvas foram
calculadas recorrendo a técnica dos factores de probabilidade, conforme antes descrito. Como
resulta da observacgdo dos graficos, no papel de probabilidade da lei Normal (grafico superior) tal
lei é representada por um segmento de recta, acontecendo outro tanto com a lei de Gumbel,
quando € utilizado o papel dessa lei (grafico inferior).
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Tabela 9 — Precipitacdes didrias maximas anuais no posto udométrico de Pavia, de acordo com a
Tabela 1. Probabilidades empiricas de ndo-excedéncia, P(X< x)=F(x), de acordo com a férmula de
Gringorten apresentada na Tabela 8.

Pdma |PX< x)=]| . Pdma |[PX< x)=] . Pdma |P(X< x)=] . | Pdma |PX<x)=| . Pdma |[PX< x)=
(mm) | =Fx (mm) | =F0) mmy | =Fe0 | ] my | =Feo || my | =Feo
8.1 0.0059 | 20 27.5 0.2078 | 39| 34.0 04097 | 58| 38.9 0.6116 | 77 504 0.8134
10.2 0.0166 | 21 27.8 02184 | 42 34.2 04416 | 61 40.2 0.6434 | 78 52.0 0.8241
10.3 0.0272 | 22| 28.0 0.2291 | 42 342 04416 | 61 40.2 0.6434 | 79 55.2 0.8347
14.2 0.0378 | 23| 285 0.2397 | 42 34.2 04416 | 61 | 40.2 0.6434 | 80| 56.8 0.8453
15.3 0.0484 | 241 29.0 0.2503 | 43| 34.6 04522 | 62| 40.5 0.6541 | 81 57.0 0.8559
18.2 0.0591 | 25| 29.4 02609 | 45| 35.2 04734 | 63| 41.2 0.6647 | 82 ] 58.0 0.8666
20.2 0.0803 | 26| 29.5 02716 | 45 35.2 04734 | 64| 428 0.6753 | 83 58.2 0.8772
20.2 0.0803 | 28| 29.8 0.2928 | 46| 35.7 04841 | 65| 43.2 0.6859 | 84| 59.6 0.8878
20.4 0.0909 | 28] 29.8 02928 | 47| 36.2 04947 | 66| 43.7 0.6966 | 85| 60.2 0.8984
20.8 0.1016 | 291 30.0 0.3034 | 48] 36.5 05053 | 67| 43.8 0.7072 | 86| 63.3 0.9091
24.2 0.1122 | 30| 31.3 0.3141 | 50 36.7 0.5266 | 68 | 44.0 0.7178 | 87| 69.0 0.9197
13 243 0.1334 | 32| 314 0.3353 | 50 36.7 0.5266 | 70 | 45.0 0.7391 | 88| 70.2 0.9303
13 243 0.1334 | 32| 314 0.3353 | 51 37.2 05372 1 70| 45.0 0.7391 | 89| 714 0.9409
14 252 0.1441 | 33| 319 0.3459 | 52 37.4 05478 | 71 46.3 0.7497 | 90 80.0 0.9516
15 26.0 0.1547 | 34| 325 0.3566 | 53| 37.5 05584 | 72| 46.6 0.7603 | 92| 84.2 0.9728
16| 27.0 0.1653 | 36 32.8 03778 | 54| 38.0 05691 | 73| 47.0 0.7709 | 92| 84.2 0.9728

17 27.2 0.1759 | 36| 32.8 03778 | 55| 38.2 | 05797 | 74| 484 | 0.7816 | 93| 923 0.9834
19| 274 0.1972 | 37| 332 0.3884 | 56| 38.4 | 05903 | 75| 48.5 0.7922 | 94| 955 0.9941

19| 27.4 | 0.1972 | 38| 33.5 0.3991 | 57| 38.6 | 0.6009 | 76| 49.0 | 0.8028

Z 5 0 0o h W~

e~ e =] <
Precipitagao didria 010 030 050 070 0.90 0.9=9 0999  F=P(X<x)
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Figura 11 — Precipitagdes didrias maximas anuais no posto udométrico de Pavia, de acordo com a
Tabela . Probabilidades de ndo-excedéncia empiricas (férmula de Gringorten) e de acordo com as leis
Normal, de Gumbel e log-Normal para papeis de probabilidade das leis Normal — grafico superior — e de
Gumbel — gréfico inferior.
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9.3. Apreciacdo da qualidade do ajustamento e escolha do modelo distributivo. Teste de
Kolmogorov-Smirnov e do Qui-Quadrado

Em face de uma dada amostra, a representacdo grifica em papel de probabilidade das
distribuicdes, por um lado, empirica e, por outro lado, tedricas referentes as leis se afiguram
capazes de representar aquela amostra permite avaliar visualmente a adequacdo de cada uma
daquelas leis a amostra e, assim, apreciar a qualidade do ajustamento de um dado modelo
distributivo tedrico relativamente a outro(s), principalmente no ramo das curvas de frequéncia
que maiores consequéncias poderdo ter nas decisdes de engenharia: cauda superior, para
maximos e para valores extremos, e cauda inferior, para minimos.

A opg¢do por um modelo distributivo apela a alguma prudéncia e a um certo
conservadorismo, do que deve resultar a escolha, em circunstancias praticamente equivalentes,
do modelo mais exigente em termos de valores de projecto, facto tanto mais justificivel quanto
as decisoes de engenharia requerendo a andlise de probabilidades contém incertezas intrinsecas.
Outra importante preocupacdo na comparagao de modelos probabilisticos refere-se ao nimero
dos respectivos pardmetros. Em geral, os modelos de trés parametros apresentam maior
flexibilidade e, com isso, maior adequagdo ou “aderéncia” aos pontos das amostras. Entretanto, a
maior aderéncia € obtida a custa de um terceiro parametro, cuja estimagao a partir da amostra,
introduz incertezas adicionais. Se ndo ha grande diferencga entre os quantis dos modelos de dois
ou de trés parametros, deve ser dada preferéncia ao modelo com o menor niimero de parametros,
a despeito da sua relativamente menor aderéncia aos dados — principio da parcimonia de
pardmetros.

Além da apreciacdo visual baseada na representacdo grafica em papel de probabilidades,
existem diversos testes estatisticos de significancia aplicadveis a avaliacdo da qualidade do
ajustamento de um modelo distributivo tedrico a uma certa amostra os quais, em linhas gerais,
verificam se os dados dessa amostra sao compativeis com aquele modelo.

Os testes mais conhecidos sdo os testes de aderéncia ou de ajustamento do Qui-Quadrado,
de Kolmogorov-Smirnov, de Anderson-Darling e de Filliben. Embora propiciem uma avaliagdo
quantitativa do grau de aderéncia, estes testes apresentam as seguintes deficiéncias: (i) ndo sio
objectivamente decisivos no que respeita a qualidade do ajustamentos das caudas superiores das
distribuicoes de valores méaximos, onde, em geral existem poucos pontos amostrais; € (il) nao
foram concebidos para comparar, em termos relativos e por meio das suas estatisticas, as
diferentes distribui¢des tedricas aplicadas a uma dada amostra.

O presente item aborda apenas a aplicagdo dos testes de Kolmogorov-Smirnov, KS, e do
Qui-Quadrado, xz, ao ajustamento de leis tedricas a amostras. Ao leitor interessado noutros
testes e meios para avaliar a qualidade do ajustamento (diagramas de momentos convencionais e

de momentos-L), recomenda-se a consulta das referéncias Rao e Hamed (2000), Meylan et al.
(2008) e do capitulo 7 de Naghettini e Pinto (2007).

Os testes de ajustamento “confrontam” (por meio “operadores” designados por estatisticas
dos testes) a informagdo contida numa amostra com a que decorre do pressuposto de uma fungao
de distribuicdo de probabilidades, mediante a andlise da chamada hipdtese nula (H;) de que o
modelo distributivo tedrico se ajusta bem aos pontos daquela amostra e que as diferencas
encontradas sdo fortuitas, ou seja, decorrentes de meras flutuagdes amostrais, ndo sendo,
portanto, estatisticamente significativas.
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Uma de duas decisdes resulta do anterior confronto: a de ‘ndo rejeitar’ ou a de ‘rejeitar’ a
veracidade da hipétese H, de a lei tedrica postulada se ajustar aos pontos da amostra. Importa
real¢car que o teste nunca permite “aceitar” tal lei tedrica uma vez que a decisdo de “nao rejeitar”
implica apenas que ndo existem elementos significativos que invalidem a hipotese nula H,, .

Na aplicacdo de um teste de ajustamento € necessario fixar a priori um certo nivel de
significancia, o, ou seja, a probabilidade, por regra pequena — entre 1 e 5% —, de se tomar uma
decisdo incorrecta (rejeitar H, ajustando-se bem o modelo distributivo). Ao complementar do

nivel de significdncia, o, ou seja, a (1-a) atribuiu-se a designacao de nivel de confianga.

A estatistica do teste de ajustamento de Kolmogorov-Smirnov, KS, é dada pela mdxima
diferenca entre as funcdes de probabilidades acumuladas empirica e tedrica de varidveis
aleatdrias continuas. O teste nao € aplicavel a varidveis aleatorias discretas.

Considere-se que X representa uma varidvel aleatdria continua, de cuja populacdo se
extraiu a amostra {Xl,Xz,...,XN}. A hipotese nula a ser testada € dada por

H,:P(X<x)=F(x)=F(x), ou seja, pretende-se averiguar se F(x) é uma distribuicio de
probabilidade adequada a descricio do comportamento probabilistico da varidvel X. Para
implementar o teste KS, classificam-se os elementos da amostra {Xl,Xz,...,XN} por ordem

crescente, de modo a constituir a sequéncia {X(l),X(z),..., X(m),...,X(N)} na qual 1<m <N denota

a ordem de classificagdo. Para cada elemento X, a distribuicdo empirica € fornecida pela

(m

P

propor¢@o de valores amostrais inferiores ou iguais a X, ou seja, € igual a m/N. Para tal
elemento calcula-se também a respectiva probabilidade de ndo-excedéncia tedrica, F(X ),

aplicando os métodos anteriormente descritos, por ventura, baseados na inversao, em ordem a
varidvel aleatdria, das equagdes que utilizam o factor de probabilidade. Os anteriores cdlculos sdo
efectuados para os sucessivos valores X (m)» A estatistica do teste KS, D, é dada por

D, = max

—co< X <0

Y O (22)

correspondendo, portanto, ao valor absoluto da maior diferenca entre as probabilidades empirica
e tedrica.

Se H, € verdadeira, quando N—oo, a estatistica Dy tenderd para zero. Por outro lado, se
N € um valor finito, a estatistica D, deverd ser da ordem de grandeza de 1/ \/ﬁ e, portanto, a
quantidade JN D, ndo ird tender a zero, mesmo para valores muito elevados de N. Para
amostras com dimensdo superior a 40, os valores criticos da estatistica de teste Dy sdo

1.3581/ \/ﬁ , para o nivel de significancia de a=0.05, e 1.6276/ \/ﬁ , para 0=0.01. Para amostras
com dimensao inferior a 40, os valores criticos de D, devem ser obtidos na Tabela 10. Se a

estatistica calculada pela equacao (21) for maior do que o valor critico tabelado, as diferencas
sdo, de facto, significativas para o nivel de significancia o e, portanto, a decisdo € a de rejeitar a
hipotese Ho. Em caso contrario, a hipétese nula ndo deve ser rejeitada.
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Tabela 10 - Valores criticos da estatistica do teste de Kolmogorov-Smirnov em fungdo da dimensdo da
amostra, N, e do nivel do significancia, 0, Dy -

N Dx. 0.10 Dn. 0.05 Dn, 0.02 Dn, 0.01 N Dn.0.10 Dn. 0.05 Dx, 0.02 Dn, 0.01
10 0.369 0.409 0.457 0.489 26 0.233 0.259 0.290 0.311
11 0.352 0.391 0.437 0.468 27 0.229 0.254 0.284 0.305
12 0.338 0.375 0.419 0.449 28 0.225 0.250 0.279 0.300
13 0.325 0.361 0.404 0.432 29 0.221 0.246 0.275 0.295
14 0.314 0.349 0.390 0.418 30 0.218 0.242 0.270 0.290
15 0.304 0.338 0.377 0.404 31 0.214 0.238 0.266 0.285
16 0.295 0.327 0.366 0.392 32 0.211 0.234 0.262 0.281
17 0.286 0.318 0.355 0.381 33 0.208 0.231 0.258 0.277
18 0.279 0.309 0.346 0.371 34 0.205 0.227 0.254 0.273
19 0.271 0.301 0.337 0.361 35 0.202 0.224 0.251 0.269
20 0.265 0.294 0.329 0.352 36 0.199 0.221 0.247 0.265
21 0.259 0.287 0.321 0.344 37 0.196 0.218 0.244 0.262
22 0.253 0.281 0.314 0.337 38 0.194 0.215 0.241 0.258
23 0.247 0.275 0.307 0.330 39 0.191 0.213 0.238 0.255
24 0.242 0.269 0.301 0.323 40 0.189 0.210 0.235 0.252
25 0.238 0.264 0.295 0317 >0 | 12/IN | 136/IN | 152/IN | 1e3/IN

Na aplicacdo do teste do Qui-Quadrado, %*, o dominio da fungio de distribuicio é dividido
em M intervalos de particdo sendo que o teste compara os nimeros de elementos da amostra
efectivamente contidos nos sucessivos intervalos com as esperangas matematicas, ou seja, com
os valores esperados, dos nimeros desses elementos, avaliados em conformidade com o modelo

postulado. A estatistica do teste y*é definida por:

M |O.—-E.
2 ( J J

) e e e e e e —e e e e e ——eeeaa—eeeeaa——eeeea—teeeaatbaeeeaaaaeaeeaaataeeeaanns 23
X = (23)

j= j
em que O i € o nimero de elementos da amostra efectivamente contidos no intervalo j e E i+ 0

valor esperado do nimero de elementos no mesmo intervalo j, dado por E; =N Pj emque P;éa

amplitude do intervalo j expressa em probabilidade e N, a dimensdo da amostra.

O teste estatistico pode formular-se do seguinte modo: rejeitar H, com um nivel de

confianca (1-a) se x* > xé_a), em que x(zl_a) é o quantil (1-c) da distribuicdo x> — Tabela 11.

Os valores da estatistica deependem do ndmero de limites, M, e dos limites dos intervalos

de particdo do dominio da fun¢do de distribuicdo de probabilidade, F. Nao existem, contudo,
regras para seleccionar o nimero de intervalos e a amplitude de cada intervalo. Mann e Wald
(1942), citados em Henriques (1990), recomendam a particdo dos M intervalos de modo a que as
probabilidades associadas a cada intervalo sejam idénticas. Sendo M o niimero de intervalos, os
limites de cada intervalo devem ser definidos por forma a se ter Ej =N/M (=1, 2, ..., M).

Atendendo a este critério, a estatistica do teste x2 simplifica-se para:

2 MG 2
X :EZO.—N ............................................................................................................. (24)

=1

Na Tabela 12 apresentam-se as particdes da funcdo de distribuicdo de probabilidade,
F, (x)ou F(x), em funcdo da dimensdo da amostra, N, sugeridas por Henriques (1990).
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Tabela 11 — Quantis da distribuicdo do Qui-Quadrado em funcdo do nimero de graus de liberdade, v, e
do nivel de confianca, (1-o), x2v,(1_a)..

Nivel de significancia, ot
Grausde | 0995 | 0975 | 0900 | 0500 | 0100 | 0050 | 0025 | 0010 | 0005 | 0.001
liberdade, v Nivel de confianga, 1- o

0.005 | 0025 | 0.100 [ 0.500 | 0.900 | 0950 [ 0.975 | 0.99 | 0.995 [ 0.999

1 0.000 | 0.001 | 0.016 | 0455 | 2.706 | 3841 | 5.024 | 6.635 | 7879 | 10.827
2 0010 | 0051 | 0211 | 1386 | 4605 | 5991 | 7.378 | 9210 | 10.597 | 13.815
3 0072 | 0216 | 0.58 | 2366 | 6251 | 7.815 | 9348 | 11345 | 12.838 | 16.266
4 0207 | 0484 | 1064 | 3357 | 7.779 | 9488 | 11.143 | 13277 | 14.860 | 18.466
5 0412 | 0831 | 1.610 | 4351 | 9236 | 11070 | 12.832 | 15.086 | 16.750 | 20515
6 0676 | 1237 | 2204 | 5348 | 10645 | 12502 | 14449 | 16812 | 18.548 | 22457
7 0989 | 1.690 | 2833 | 6346 | 12017 | 14067 | 16013 | 18475 | 20278 | 24321
8 1344 | 2180 | 3490 | 7.344 | 13362 | 15507 [ 17535 | 20.000 | 21.955 [ 26.124
9 1735 | 2700 | 4168 | 8343 | 14.684 | 16919 | 19.023 | 21.666 | 23.589 | 27.877
10 2156 | 3247 | 4865 | 9342 | 15.987 | 18307 | 20.483 | 23200 | 25.188 | 29.588
1 2603 | 3816 | 5578 | 10341 | 17.275 | 19.675 | 21920 | 24725 | 26.757 | 31264
12 3.074 | 4404 | 6304 | 11.340 | 18549 | 21.026 | 23337 | 26217 | 28.300 | 32909
13 3565 | 5000 | 7.041 | 12340 | 19.812 | 22362 | 24736 | 27.688 | 29.819 | 34527
14 4075 | 5629 | 7790 | 13339 | 21.064 | 23.685 | 26.119 | 20.141 | 31319 [ 36.124
15 4601 | 6262 | 8.547 | 14339 | 22.307 | 24996 | 27.488 | 30578 | 32.801 | 37.698
16 5142 | 6908 | 9312 | 15338 | 23542 | 26296 | 28.845 | 32.000 | 34.267 [ 30252
17 5697 | 7.564 | 10085 | 16.338 | 24.769 | 27.587 | 30.191 | 33.400 | 35.718 | 40.791
18 6265 | 8231 | 10865 | 17.338 | 25.989 | 28.869 | 31.526 | 34.805 | 37.156 | 42312
19 6.844 | 8907 | 11651 | 18338 | 27.204 | 30.144 | 32852 | 36.191 | 38.582 | 43819
20 7434 | 9501 | 12443 | 19.337 | 28.412 | 31410 | 34170 | 37.566 | 30.997 | 45314
21 8.034 | 10283 | 13240 | 20337 | 20615 | 32.671 | 35.479 | 38.932 | 41401 | 46796
2 8.643 | 10982 | 14.041 | 21337 | 30813 | 33.924 | 36781 | 40.289 | 42.796 | 48.268
23 9260 | 11.689 | 14848 | 22.337 | 32.007 | 35.172 | 38.076 | 41.638 | 44.181 | 49.728
24 0.886 | 12401 | 15650 | 23.337 | 33.196 | 36415 | 39.364 | 42.980 | 45.558 | s51.179
25 10.520 | 13.120 | 16473 | 24.337 | 34.382 | 37.652 | 40.646 | 44.314 | 46.928 | 52.619
26 11160 | 13.844 | 17.292 | 25.336 | 35.563 | 38.885 | 41.923 | 45.642 | 48.200 | 54.051
27 11.808 | 14.573 | 18.114 | 26.336 | 36.741 | 40.113 | 43.195 | 46.963 | 49.645 | 55.475
28 12461 | 15308 | 18930 | 27.336 | 37.916 | 41.337 | 44461 | 48.278 | 50.994 | 56.892
29 13.021 | 16047 | 19768 | 28.336 | 39.087 | 42.557 | 45.722 | 49.588 | 52.335 | 58301
30 13.787 | 16791 | 20599 | 29.336 | 40256 | 43.773 | 46979 | 50.892 | 53.672 [ 59.702

Tabela 12 — Parti¢des (ntimero e limites) do dominio da fungdo distribui¢do de probabilidade, F(x), na
aplicagdo do teste do Qui-Quadrado em funcido da dimensiao da amostra, N
(adaptada de Henriques, 1990)

N M Probabilidades F(x) correspondentes aos limites dos M intervalos de particido

15-20 5 0.000 | 0.200 | 0.400 | 0.600 J 0.800 1.000
20-25 6 0.000 | 0.167 | 0.333 | 0.500 | 0.667 | 0.833 1.000
25-30 7 0.000 | 0.143 | 0.286 | 0.429 | 0.571 | 0.714 | 0.857 1.000

30-40 8 0.000 | 0.125 | 0.250 | 0.375 | 0.500 | 0.625 | 0.725 § 0.875 1.000

40-50 9 0.000 | 0.111 0222 | 0.333 | 0444 | 0.556 | 0.667 | 0.778 | 0.889 1.000

>50 10 0.000 | 0.100 | 0.200 | 0.300 | 0.400 | 0.500 | 0.600 f 0.700 | 0.800 § 0.900 | 1.000
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Quando E i depende de m parametros estimados a partir da amostra por um método

. , s . .. s, 2 .
diferente do método da maxima verosimilhanca, a estatistica do teste ¥~ tem, aproximadamente

a distribuicao chom um numero de graus de liberdade compreendido entre M-1 e M-m-1, se Hp
for verdadeira.

Observa-se que o teste de Kolmogorov-Smirnov, KS, faz uso mais completo dos dados
disponiveis do que o teste do Qui-Quadrado, %>. Com efeito, sendo a distribuicio postulada
continua, o teste KS examina o ajustamento em cada um dos pontos da amostra, enquanto que o

teste do Qui-Quadrado apenas o faz para cada uma das particbes do dominio da funcdo de
distribuigao.

Exercicio 14 — Considere a amostra de precipitagbes didrias mdximas anuais no posto udométrico de Pavia
(20I/01G) a que se refere a Tabela 1. Conforme se explicitou na Tabela 2, foram estimadas as seguintes estatisticas

amostrais: média, X =39.5 mm, desvio-padrio, sy =17.2mm e coeficiente de assimetria, g, =1.149. Por aplicacdo

dos testes de Kolmogorov-Smirnov (KS) e do Qui-Quadrado, X, aprecie a qualidade do ajustamento da lei Gumbel a
mencionada amostra. Adopte o nivel de significancia de 5%.

Solucdo: A primeira parte da Tabela 13, incluida na pagina seguinte, contém os sucessivos resultados da aplicacdo do
teste de Kolmogorov-Smirnov, KS, a amostra em estudo. Tais resultados estdo parcialmente representados na Figura
12, que permite visualizar o valor da estatistica do teste.

Fungdo distribui¢do de probabilidade, m/N e F(Xy)
1.0

0.8 1

0.6

0.4 7

0.2 1

0.0

0.0 20.0 40.0 60.0 80.0 100.0
Precipitagdo didria maxima anual (mm)

Figura 12 — Aplicagao do teste de Kolmogorov-Smirnov, KS, a amostra de precipitagdes didrias maximas anuais no
posto udométrico de Pavia (20I/01G) da Tabela 1. Representagdo grafica do valor da estatistica do teste.

Conforme se indica na Tabela 13, para o nivel de significAncia adoptado, a estatistica do teste (0.0704) € inferior ao
correspondente valor critico (0.1403) pelo que a decisdo € a de ndo rejeitar o ajustamento da distribuicdo de Gumbel
a amostra de precipitacdes didrias miximas anuais no posto udométrico de Pavia (20I/01G)

A segunda parte da Tabela 13 refere-se a aplicag¢do do teste do Qui-Quadrado. Atendendo a dimensdo da amostra
(94), foram adoptadas 10 particdes com amplitude de 0.10, conducentes a um nimero esperado de elementos da
amostra por intervalo de 9.4. Para a nivel de significancia de 5%, a estatistica do teste (6.8511) & inferior ao valor da
distribuicdo 7% tanto para M-1=9 como para M-m-1=7 graus de liberdade, uma vez que foram estimados dois
parametros a partir da amostra. Q decisdo é também a de ndo rejeitar o ajustamento da distribui¢do de Gumbel a
amostra de precipitagdes didrias maximas anuais no posto udométrico de Pavia (20I/01G).

43



PROBABILIDADES E ESTATISTICA APLICADAS A HIDROLOGIA

Tabela 13 — Aplicagdo dos testes de Kolmogorov-Smirnov, KS, e do Qui-Quadrado, %>, 2 amostra de
precipitacdes didrias maximas anuais no posto udométrico de Pavia (201/01G) da Tabela 1.

a) Teste de Kolmogorov-Smirnov, KS

m | X, | /N | Fx,) | m/N-F Il m | x| N | Fx ) |m/N-Fx )l m | x, [ /N | Fxg) | m/N-Fx)l
1 | 81 | 0.0106 | 0.0029 0.0077 33 | 319 0.3511 | 0.3721 0.0211 64 | 42.8 | 0.6809 | 0.6450 0.0359
2 | 10.2] 0.0213 | 0.0068 0.0144 34| 325 03617 | 0.3886 0.0269 65| 43.2| 0.6915 | 0.6533 0.0382
3 ] 10.3] 0.0319 [ 0.0071 0.0248 36 | 32.8 | 0.3830 | 0.3968 0.0138 66 | 43.7| 0.7021 | 0.6636 0.0385
4 | 14.2] 0.0426 | 0.0247 0.0178 36 | 32.8 | 0.3830 | 0.3968 0.0138 67 | 43.8 | 0.7128 | 0.6656 0.0471
5 | 15.3] 0.0532 | 0.0331 0.0201 37| 332 0.3936 | 0.4077 0.0141 68 | 44.0 | 0.7234 | 0.6696 0.0538
6 | 18.2] 0.0638 | 0.0642 0.0004 38 | 33.5 | 0.4043 | 0.4159 0.0116 70 | 45.0 | 0.7447 | 0.6892 0.0555
8 | 20.2] 0.0851 | 0.0940 0.0089 39 | 34.0 | 0.4149 | 0.4295 0.0146 70 | 45.0 | 0.7447 | 0.6892 0.0555
8 | 20.2| 0.0851 | 0.0940 0.0089 42 | 34.2 | 0.4468 | 0.4349 0.0119 71| 463 | 0.7553 | 0.7133 0.0420
9 | 20.4] 0.0957 | 0.0973 0.0016 42 | 34.2 | 0.4468 | 0.4349 0.0119 72 | 46.6 | 0.7660 | 0.7187 0.0473
10 | 20.8 | 0.1064 | 0.1042 0.0022 42 | 342 | 0.4468 | 0.4349 0.0119 73 | 47.0 | 0.7766 | 0.7257 0.0509
11 ]24.2] 0.1170 | 0.1729 0.0559 43 | 34.6 | 0.4574 | 0.4456 0.0118 74 | 484 | 0.7872 | 0.7491 0.0381
13 | 24.3] 0.1383 | 0.1752 0.0369 45| 352 0.4787 | 0.4617 0.0170 75| 48.5| 0.7979 | 0.7507 0.0471
13 | 2431 0.1383 | 0.1752 0.0369 45| 352 | 0.4787 | 0.4617 0.0170 76 | 49.0 | 0.8085 | 0.7586 0.0499
14 | 25.2| 0.1489 | 0.1961 0.0472 46 | 35.7| 0.4894 | 0.4749 0.0144 77 | 504 | 0.8191 | 0.7797 0.0394
15| 26.0] 0.1596 | 0.2155 0.0560 47 | 36.2 | 0.5000 | 0.4880 0.0120 78 | 52.0 | 0.8298 | 0.8018 0.0280
16 | 27.0 | 0.1702 | 0.2407 0.0704 48 | 36.5| 0.5106 | 0.4959 0.0148 79 | 552 0.8404 | 0.8403 0.0001
17 | 27.2] 0.1809 | 0.2458 0.0649 50 | 36.7| 0.5319 | 0.5010 0.0309 80 | 56.8 [ 0.8511 | 0.8569 0.0059
19 | 27.41 0.2021 | 0.2509 0.0488 50 | 36.7| 0.5319 | 0.5010 0.0309 81| 57.0 0.8617 | 0.8589 0.0028
19 | 27.4 | 0.2021 | 0.2509 0.0488 51 37.2] 0.5426 | 0.5139 0.0287 82| 580 0.8723 | 0.8683 0.0040
20 | 27.5] 0.2128 | 0.2535 0.0408 52| 374 0.5532 | 0.5189 0.0342 83| 58.2| 0.8830 | 0.8701 0.0128
21| 27.8] 0.2234 | 0.2613 0.0379 53| 37.5] 0.5638 | 0.5215 0.0423 841 59.6 | 0.8936 | 0.8822 0.0114
22 | 28.0| 0.2340 | 0.2666 0.0325 54 | 38.0| 0.5745 | 0.5341 0.0404 85 | 60.2 | 0.9043 | 0.8871 0.0172
23 | 28.5] 0.2447 | 0.2798 0.0351 55| 382 0.5851 | 0.5390 0.0461 86 | 63.3 | 0.9149 | 0.9093 0.0056
24 1 29.0] 0.2553 | 0.2932 0.0378 56 | 384 | 0.5957 | 0.5440 0.0518 871 69.0 | 0.9255 | 0.9397 0.0142
251 29.4] 0.2660 | 0.3039 0.0380 57 | 38.6 | 0.6064 | 0.5489 0.0575 88 | 70.2 | 0.9362 | 0.9447 0.0086
26 | 29.5] 0.2766 | 0.3066 0.0300 58 | 38.9 | 0.6170 | 0.5562 0.0608 89 | 71.4 | 0.9468 | 0.9493 0.0025
28 | 29.8 | 0.2979 | 0.3147 0.0169 61 | 40.2 | 0.6489 | 0.5872 0.0617 90 | 80.0 | 0.9574 | 0.9730 0.0155
28 | 29.8 | 0.2979 | 0.3147 0.0169 61 | 40.2 | 0.6489 | 0.5872 0.0617 92 | 84.2 | 0.9787 | 0.9802 0.0015
29 | 30.0| 0.3085 [ 0.3202 0.0117 61 | 40.2 | 0.6489 | 0.5872 0.0617 92 | 84.2 | 0.9787 | 0.9802 0.0015
30 | 31.3] 0.3191 | 0.3557 0.0365 62 | 40.5| 0.6596 | 0.5942 0.0654 93 ] 92.3| 0.9894 | 0.9891 0.0002
32| 31.4] 0.3404 | 0.3584 0.0180 63 | 41.2 | 0.6702 | 0.6101 0.0601 94 | 95.5| 1.0000 | 0.9914 0.0086
32 | 31.4] 0.3404 | 0.3584 0.0180
Estatistica do teste, max Im/n -F(x(m))l: 0.0704
Valor critico da estatistica do teste para o nivel do significincia, o, de 5%: 0.1403

b) Teste do Qui-Quadrado, %>

Partl(iao ?‘O (‘iorr-11r110 da Factor de probabilidade da . .. Ntimero de elementos
funcéo distribuicdo de . Valor da varidvel aleatéria
o lei de Gumbel por classe
probabilidade
F, Fi K; Kisi X; Xis1 EfengO, Egjii&l/(;) ’
0.0 0.1 -- -1.1003 - o 20.56 9
0.1 0.2 -1.1003 -0.8211 20.56 25.36 5
0.2 0.3 -0.8211 -0.59438 25.36 29.25 10
0.3 0.4 -0.5948 -0.3819 29.25 32.92 12
0.4 0.5 -0.3819 -0.1643 32.92 36.66 12 94
0.5 0.6 -0.1643 0.0737 36.66 40.75 14
0.6 0.7 0.0737 0.3538 40.75 45.57 8
0.7 0.8 0.3538 0.7194 45.57 51.86 7
0.8 0.9 0.7194 1.3046 51.86 61.93 8
0.9 1.0 1.3046 -- 61.93 + 9
Estatistica do teste, 3> = i (O';:—E])z = %i Of -N: 6.851
j=1 j j=1
Valor critico da estatistica do teste para o nivel de Para v=M-1=9 graus de liberdade 16.919
significincia, o, de 5% Para v=M-m-1=7 graus de liberdade 14.067
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9.4. Avaliacdo das incertezas associadas as estimativas de quantis

A estimativa do quantil X, relativo a probabilidade de ndo excedéncia, F, obtido por um
método de estimag¢do contém, independentemente desse método, erros que sao inerentes as
incertezas presentes na estimagao das caracteristicas e dos parametros populacionais a partir de
amostras de dimensdo N, necessariamente reduzida face a infinitude daquela populacdo, como ja
repetidamente afirmado. Uma medida frequentemente usada para quantificar a variabilidade
intrinseca de X, e, portanto, indicar a confianga das estimativas de quantis de varidveis
hidrolégicas, é dada pelo erro padrdo da estimativa, S, definido por:

SF=\/E {x, —E[x.]}

O erro padrdo da estimativa leva em conta apenas os erros oriundos do processo de
estimagdo a partir de amostras finitas e, portanto, ndo considera o eventual erro devido a
selec¢do de uma distribuicdo de probabilidades inadequada. Admitindo que a distribui¢cao Fx(x)
tenha sido correctamente especificada, o erro padrdo da estimativa compreende oS erros
inerentes as estimativas dos pardmetros de Fx(x). Os diferentes métodos de estimagao
produzirdo diferentes erros-padrdo das estimativas. O método de estimagdo com maior
eficiéncia, do ponto de vista estatistico, € o que resultar no menor valor de Sr.

A teoria estatistica de amostragem demonstra que a distribui¢do de x, € assimptoticamente
Normal, com média igual a estimativa do quantil, X, e desvio-padrio Sg, quando a dimensio da

amostra tende para infinito, ou seja, N—oo. No que respeita a amostras finitas com dimensdo N, o
anterior resultado tedrico pode ser usado para construir intervalos de confianca aproximados,
para o nivel 100(1-a)%, cujos limites s0 expressos por:

XpE

onde z,, representa a varidvel Normal padrdo para a probabilidade de ndo-excedéncia de oy/2.

A dificuldade de aplicar o procedimento descrito para estimar intervalos de confianga
associados a estimativas de quantis decorre do calculo de Sk que € muito complexo para todos os
métodos de estimacdo e para quase todas as distribuicdes, com particular énfase para as de trés
parametros — ver Kite (1988), Rao e Hamed (2000) e o capitulo 6 de Naghettini e Pinto (2007).

Uma alternativa para associar intervalos de confianga a quantis, muito menos complexa do
que a aproximagdo expressa pela equacdo (26), utiliza a geragdo, por recurso a técnica de
Monte Carlo, de um grande niimero de amostras com o mesmo tamanho N da amostra original —
amostras sintéticas da dimensdo N — com estimacao a partir de cada uma dessas amostras, do
quantil pretendido, ao qual € posteriormente associado uma distribuicdo empirica de
probabilidades.

Suponha-se que, a amostra {xl,xz,...,xN}, se ajustou uma distribuicdo de probabilidades
genérica Fx(x), cujos parametros 6,,0,....,0, foram estimados a partir de um método qualquer de
estimagdo designado por EM. A aplicacdo da técnica de Monte Carlo tendo em vista construir
intervalos de confian¢a em torno das estimativas de k quantis X, processa-se de acordo com as

seguintes etapas sequenciais:
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i Para cada valor de (j), varidvel entre 1 (primeira amostra sintética) e W (udltima
amostra sintética, com W muito grande, da ordem dos milhares, por exemplo, 5000),
geracdo da amostra sintética de ordem (j) com dimensdo N, mediante a geracdo de N

6

niimeros aleatdrios uniformes entre 0 e 1, u,”, com i=1, ..., N, sendo N a dimensdo

das amostra, quer original, quer sintética de ordem (j).

ii  No entendimento de que, para a amostra sintética de ordem (j), cada um dos anteriores
N valores de u!”

u?” =FY(x,)=FY, célculo dos N quantis %

representa uma probabilidade de ndo-excedéncia, ou seja,
9 com i=1, ..., N, seja por inversdo
directa da fungdo E”, seja recorrendo ao método dos factores de probabilidade,
conforme Tabela 7, num e noutro caso, tendo por base as estimativas dos parametros

obtidas a partir da amostra original, 0,,0,...,0, .

iii Da etapa precedente resulta uma amostra sintética de dimensdo N, f(f”, de um

conjunto W dessas amostras, com W muito elevado, da ordem dos milhares, conforme
antes explicitado.

iv  Estritamente com base na amostra sintética de ordem (j) e mediante utilizacdo do
método de estimagio EM, célculo das estimativas dos pardmetros 0.0%,..,87 e,
conhecidos estes parametros, dos quantis pretendidos, ig) , seja por inversao da fun¢ao

Fi(j) , seja recorrendo ao método dos factores de probabilidade, conforme Tabela 7,
num e noutro caso, tendo por base as estimativas dos parametros obtidas a partir da
amostra sintética de ordem (j), 9?),9(2” . Gﬁj) :

v Repeticao das etapas (i) a (iv) para W amostras sintéticas (W=1, ..., 5000, ...).

vi No final do anterior processo, dispoe-se, para cada quantil x R de W estimativas, i;f ,

com j=1, ... W, as quais sdo ordenadas por ordem, por exemplo, crescente.

vii Sendo W muito grande, para definir os limites do intervalo de confianca a 100 (1-
0/2)% para cada um desses quantis basta reter os quantis com ordens de classificagao
W(o/2) e W(1-0/2).

A Tabela 14 e a Figura 13 ilustram a obtenc¢do, segundo a lei de Gumbel, com parametros
estimados pelo método dos momentos, dos intervalos de confianca a 95% dos quantis das
precipitacdes didrias maximas anuais no posto udométrico de Pavia (20I/01G) a que se refere a
Tabela 1.

A anterior tabela exemplifica o procedimento de cdlculo de acordo com as etapas
anteriormente descritas, no pressuposto de geracdo de W=5000 séries sintéticas de precipitagdes
didrias maximas anuais, cada uma com dimensao igual a da série histdrica, ou seja, com N=94
valores. Por razdes 6bvias, apenas se incluiram uns escassos resultados referentes as primeiras
cinco e as ultimas cinco séries sintéticas, nomeadamente, alguns dos numeros aleatdrios
uniformes gerados entre 0 e 1 (primeiro quadro da tabela) e as correspondentes estimativas de
precipitacdes didrias maximas anuais avaliadas por recurso ao método dos factores de
probabilidade para a lei de Gumbel, atendendo a média e ao desvio-padrio da série historica.
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Tabela 14 — Intervalo de confianca a 95%, para a estimativa fornecida pela lei de Gumbel para a
precipitacdo didria mixima anual no posto udométrico de Pavia (201/01G) com a probabilidade de
ndo-excedéncia de 99% (periodo de retorno de 100 anos).

Séries de 94 nimeros aleatorios uniformes entre O e 1

Ano Numero de ordem da série
1 2 3 4 5 .o 4996 4997 4998 4999 5000
1 0.548 0.142 0.710 0.254 0.832 0.869 0.336 0.502 0.805 0.908
2 0.585 0.618 0.658 0.266 0.088 0.283 0.609 0.296 0.361 0.527
3 0.542 0.975 0.426 0.697 0.077 0.040 0.553 0.549 0.858 0.545
4 0.882 0.053 0.356 0.572 0.705 0.841 0.930 0.586 0.920 0.911
5 0.511 0.069 0.901 0.151 0.540 0.247 0.426 0.165 0.164 0.945
6 0.749 0.896 0.113 0.873 0.105 0.476 0.028 0.679 0.681 0.552
7 0.755 0.567 0.847 0.426 0.788 0.999 0.832 0.647 0.908 0.572
8 0.759 0.525 0.278 0.890 0.728 0.538 0.814 0.809 0.379 0.363
9 0.624 0.335 0.127 0.078 0.661 0.204 0.286 0.39%4 0.251 0.299
10 0.040 0.009 0.111 0.849 0.742 0.205 0.662 0.525 0.185 0.298
84 0.964 0.425 0.936 0.589 0.622 0.134 0.746 0.095 0.038 0.125
85 0.400 0.512 0.390 0.015 0.899 0.463 0.556 0.204 0.382 0.288
86 0.659 0.332 0.499 0.547 0.683 0.940 0.445 0.209 0.951 0.096
87 0.632 0.692 0.121 0.290 0.226 0.361 0.312 0.620 0.603 0.503
88 0.638 0.301 0.016 0.873 0.071 0.196 0.678 0.674 0.981 0.581
89 0.148 0.973 0.716 0.706 0.154 0.151 0.694 0.765 0.012 0.551
90 0.430 0.094 0.428 0.482 0.332 0.404 0.584 0.602 0.176 0.196
91 0.389 0.601 0.750 0.731 0.671 0.665 0.058 0.017 0.843 0.440
92 0.308 0.074 0.944 0.410 0.880 0.995 0.958 0.519 0.791 0.150
93 0.732 0.631 0.692 0.072 0.165 0.076 0.818 0.256 0.548 0.869
94 0.597 0.599 0.876 0.083 0.700 0.695 0.922 0.105 0.206 0.472

Séries sintéticas de precipitacdes diarias maximas anuais com dimensio de 94 anos (mm)

Ano Numero de orde m da série
1 2 3 4 5 .o 4996 4997 4998 4999 5000
1 38.58 22.79 46.13 27.52 54.44 58.03 30.57 36.75 52.27 63.17
2 40.12 41.53 43.44 27.99 19.83 28.61 41.16 29.10 31.50 37.71
3 38.32 80.82 33.86 45.40 19.10 16.06 38.76 38.59 56.96 38.46
4 59.56 17.25 31.33 39.57 45.84 55.26 67.02 40.16 64.99 63.59
5 37.10 | 18.58 | 62.06 | 23.18 | 38.23 27.25 | 33.88 | 23.86 | 23.79 | 70.26
6 48.36 | 61.35 | 21.27 | 58.56 | 20.83 35.75 | 14.69 | 44.46 | 4458 | 38.71
7 48.79 39.35 55.78 33.86 50.96 123.16 | 54.43 42.90 63.11 39.57
8 49.03 37.64 28.43 60.56 4712 38.16 52.95 52.51 32.16 31.56
9 41.81 30.53 22.01 19.17 43.58 25.55 28.73 32.71 27.41 29.23
10 16.02 11.09 21.16 56.00 47.98 25.58 43.61 37.63 24.73 29.18
84 76.17 33.83 68.12 40.28 41.75 22.38 48.22 20.25 15.82 21.94
85 32.91 37.13 32.54 12.49 61.85 35.27 38.91 25.51 32.27 28.81
86 43.49 | 30.43 | 36.64 | 38.52 | 44.68 68.96 | 34.58 | 25.72 | 71.86 | 20.35
87 42.18 45.17 21.72 28.88 26.42 31.49 29.70 41.65 40.90 36.79
88 42.47 29.30 12.70 58.52 18.72 25.18 44.44 44.22 84.52 39.92
89 23.07 79.83 46.47 45.92 23.34 23.21 45.24 49.39 11.75 38.70
90 34.03 | 20.19 | 33.94 || 35.96 | 30.44 33.06 | 40.05 | 40.83 [ 24.32 | 25.18
91 32.52 40.81 48.45 47.30 44.04 43.75 17.72 12.88 55.48 34.40
92 29.55 18.91 70.14 33.27 59.31 103.30 | 73.92 37.41 51.21 23.17
93 47.37 42.16 45.14 18.74 23.84 19.07 53.26 27.60 38.55 58.02
94 40.61 40.72 | 58.91 19.51 [ 45.56 45.33 | 65.42 | 20.85 || 25.61 35.59
Média (mm) 41.52 38.23 38.02 37.25 40.32 40.18 40.23 39.55 37.86 41.08
Desvio-padrao (mm) 22.22 16.45 17.36 15.26 17.33 20.99 16.16 16.98 16.15 16.94
Estimativa para F=0.99 (mm)| 111.22 | 89.84 92.46 85.11 94.68 106.01 90.94 92.82 88.52 94.20
Estimativa para F=0.99, ou seja, para T=100 anos Estimativa para F=0.99, ou seja, para T=100 anos
Ordem da Ordem da
série Para cada série Ordenada por valores série Para cada série Ordenada por valores
sintética sintética crecentes sintética sintética crecentes
(mm) (mm) (mm) (mm)
1 111.22 71.20 4870 78.31 106.53
2 89.84 72.00 4871 96.75 107.00
3 92.46 72.50 4872 92.96 107.30
4873 95.96 107.40
118 86.53 76.90 4874 84.25 107.50
119 104.94 77.00 4875 87.20 107.56
120 87.80 77.08 4876 93.10 108.00
121 100.62 79.60 4877 90.49 108.30
122 98.83 80.52 4878 89.64 108.50
123 93.92 80.74 4879 93.83 108.80
124 102.46 80.77 4880 91.25 109.20
125 88.63 80.79 4881 92.78 109.50
125 88.46 82.45 4882 99.82 110.00
126 88.39 82.74 4883 91.27 110.84
127 91.60 82.87 4884 90.65 111.00
128 92.87 82.98 4885 105.09 111.10
129 97.35 83.32
130 103.22 83.75 4998 92.82 113.70
4999 88.52 113.90
4869 94.10 106.90 5000 94.20 114.00

Nota: Os limites do intervalo de confianga estdo destacados a negrito e sombreado.
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Figura 13 — Intervalos de confianca a 95%, para os quantis fornecidos pela lei de Gumbel para as
precipitacdes didrias maximas anuais no
posto udométrico de Pavia (20I/01G).

Resultaram, assim, 5000 séries sintéticas de precipitacdes didrias maximas anuais (segundo
quadro da tabela), sendo que se incluiram na tabela as médias e os desvios-padroes das séries ai
parcialmente exemplificadas, bem como as respectivas estimativas das precipitacdes maximas
didrias anuais para a probabilidade de ndo-excedéncia de 0.99 (periodo de retorno de 100 anos),
obtidas também por aplicacdo do método dos factores de probabilidade, mas, agora, fazendo
intervir as estatisticas amostrais (média e desvio-padrdo) de cada uma das sucessivas séries
sintéticas.

O terceiro quadro incluido na Tabela 14 exemplifica o procedimento de cdlculo do
intervalo de confianca da precipitacdo para o quantil de 99%. Conforme ai indicado, obtidas as
5000 estimativas das precipitagdes mdximas didrias anuais para a probabilidade de nao-
excedéncia de 0.99 e ordenadas tais estimativas por valores crescentes, os limites do intervalo de
confianga, por exemplo, a 5% sao dados pelas estimativas que ocupam as posicdes ordenadas
0.025x5000 =125 e 0.975x5000 = 4875, com os valores de, respectivamente, 80.79 e 107.56
mm, destacados na tabela. Recorda-se que, em conformidade com o Exercicio 12, a estimativa
da precipitagdo didria maxima anual fornecida pelo método dos momentos baseado no factor de
probabilidade para aquela probabilidade de ndo-excedéncia foi de 93.5 mm.

A Figura 13 contém as curvas que definem os limites do intervalo de confianca a 95% para
a generalidade dos quantis fornecidos, por um lado, pela geracdo de 5000 séries sintéticas, de
acordo com o procedimento exemplificado na Tabela 15 e, por outro lado, por aplicacdo das
equacoes (25) e (26), para o que foi necessdrio especificar o erro padrdo, Sg, para o que se
utilizou a seguinte equacdo, valida no caso de aplicacio do método dos momentos a uma
distribuicdo estatistica de dois parametros:
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S, K™

S: = 1+K"y, + J

(Vg = 1) evoeeeeeeeeeeeeeoe e eeesssse s 27)

em que N € a dimensao da amostra; KF, o factor de probabilidade; S§(, a variancia da amostra; e
Y, € Y, os coeficientes de assimetria e de curtose da populagdo que, para a lei de Gumbel, sdo
iguais a, respectivamente, 1.1396 e 5.4.

A Figura 13 suscita algumas observacdes pertinentes, a primeira das quais relativa ao
segmento de recta assinalada a preto. Conforme se explicitou na legenda da figura, tal segmento
representa:

® 0s quantis estimados por aplicacgio do método dos momentos baseado no factor de
probabilidade a partir das estimativas da média e do desvio-padrdo da amostra (39.5 mm
e 17.2 mm, respectivamente, conforme Tabela 2), sendo que coincide exactamente com
o segmento de recta referente a lei de Gumbel incluido no grafico inferior da Figura 11;

® a menos de desvios praticamente imperceptiveis, a média das 5000 estimativas de cada
um dos sucessivos quantis.

Importa recordar que estd em causa um segmento de recta € ndo uma curva pois trata-se de
uma representacdo da fungdo de distribuicdo de probabilidade da lei de Gumbel em papel de
probabilidade dessa mesma lei.

Concluiu-se, assim, que sendo o nimero de séries sintéticas suficientemente elevado, as
médias das estimativas dos sucessivos quantis que resultam das séries sintéticas coincidem com
as estimativas desses quantis fornecidas pela amostra historica.

A titulo exemplificativo, obteve-se a Figura 14 que contém o histograma das
5000 estimativas da precipitagdo que decorrem das s€ries sintéticas para a probabilidade de
nao-excedéncia de 0.99. A tais estimativas ajustou-se a lei Normal, conforme representado na
figura. A média dessas estimativas — com o valor indicado na figura de cerca de 93.2 mm — é
praticamente coincidente com a estimativa do quantil obtida a partir da amostra, dada por:

xp=X+KE 8% =39.54+3.137X17.2293.5 MM .o (28)

resultado, alids, antes obtido no Exercicio 12, ndo obstante o método de estimagdo entdo
aplicado ter sido diferente.

Retomando a andlise da Figura 13, verifica-se que os limites fornecidos pelo recurso a
geracdo de 5000 de séries sintéticas ou por aplicagdo das equacdes (25) e (26) sdo praticamente
coincidentes, sendo que aquela técnica, embora computacionalmente exigente, assenta num
formalismo matemdtico simples e facilmente aplicdvel a diferentes distribuicdes obviando a
grande complexidade de calculo do erro padrao da estimativa, Sg, conforme antes referido.
Importa anotar que o esforco computacional exigido pela técnica de Monte Carlo pode ser
minimizado pela aplicacdo Pythia-Statistical Analysis do software gratuito Hydrognomon,
desenvolvido pela Universidade Técnica de Atenas e disponivel para download a partir de acesso
a URL http://hydrognomon.org/download.html.
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Figura 14 — Histograma das estimativas fornecidas pelas séries sintéticas (em nimero de W=5000) da
precipitagdo didria maxima anual no posto udométrico de Pavia (20I/01G) para a
probabilidade de ndo-excedéncia de 99%.

Observa-se, por fim, que, tal como representado na Figura 13, os limites do intervalo de
confianga a 95% se distanciam progressiva e significativamente da curva de quantis, a medida
que a probabilidade de ndo-excedéncia e, logo, o periodo de retorno aumentam. Com efeito e tal
como anteriormente explicitado, para F=0.99 (T=100 anos), o intervalo a 95% associado a
correspondente estimativa da precipitagdo didria mixima anual, de 93.5 mm, € [80.79 mm,
107.56 mm)], apresentando, portanto, desvios, relativamente aquela estimativa, sensivelmente
entre -13.6 e +15.0 %, de modo a conter as incertezas devidas a estimac¢do de parametros e de
quantis. O entendimento associado ao anterior intervalo é de que o mesmo contém o verdadeiro,
embora desconhecido, quantil da precipitagdo para o periodo de retorno de 100 anos, com a
probabilidade de 95%.

O afastamento progressivo das curvas que definem os intervalos de confianca para
probabilidades de ndo-excedéncia crescentes reflecte as incertezas progressivamente maiores
subjacentes a andlise de frequéncia com amostras finitas de tamanho N. Esta constatagdo aponta
no sentido de ser necessario um cuidado especial na extrapolagdo da curva de frequéncias para
probabilidades de ndo-excedéncia correspondentes a periodos de retorno muito superiores a
dimensao, N, da amostra disponivel. Embora dependendo da qualidade do ajustamento a uma
amostra de tamanho N, de modo geral, ndo se recomenda a extrapolagdo da curva de
frequéncias para periodos de retorno superiores a 4N. Se essa extrapolacdo for mesmo
necessdria, poder-se-4 recorrer a métodos complementares, incluindo a andlise regional de
frequéncias, que, de algum modo, introduz alguma compensa¢do nas amostras de pequeno
tamanho, pela agregacdo de informacdes referentes a outras estagdes de monitorizacao,
localizadas numa mesma regido considerada homogénea no que respeita ao fendmeno traduzido
pela varidvel hidroldgica para a qual se pretendem estimar quantis. Para detalhes sobre a andlise
regional de frequéncias, o leitor pode consultar Hosking e Waliis (1997) e o capitulo 10 de
Naghettini e Pinto (2007).
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10. Correlacao e regressao simples de variaveis hidrologicas

7z

Na pratica da engenharia de recursos hidricos, com alguma frequéncia, é necessario
estabelecer a forma e o grau da associagcdo entre duas ou mais variaveis, como, por exemplo, no
estudo das relagOes entre: (i) as intensidades médias, as duracdes e as frequéncias associadas a
precipitacdes intensas; (ii) os modulos dos caudais médios didrios em diferentes bacias e as dreas
de drenagem dessas bacias; (iii) as alturas anuais médias da precipitagdo e as altitudes dos postos
udométricos; ou (iv) os niveis hidrométricos e os caudais afluentes numa estagdo hidrométrica,
entre outros exemplos.

Para tanto é necessario analisar o comportamento simultineo das duas varidveis aleatérias
em presenca, Y e X, verificando se a variacdo (no sentido do aumento ou da diminui¢do) de uma
delas estd associada a variacdo (no mesmo sentido ou em sentidos contrdrios) da outra, ou
mesmo, se nao hd qualquer dependéncia estatistica entre as varidveis.

Uma medida quantitativa do grau de associagdo linear entre Y e X é dada pelo coeficiente
de correlacdo de Pearson (frequentemente, designado apenas por coeficiente de correlacdo),

cuja estimativa, a partir de uma amostra de pares de valores {X;, yi; i=1, 2, ..., N}, é dada por:
N J— —
_ Sxv _ [1/(N - 1)]Zi:1(xi - X) (Yi - Y) 29)
Xy SXSY SXSY ....................................................................

onde Sxy denota a covariancia de X e Y (expressa, portanto, nas unidades de X e de Y) e Sx e Sy,
os respectivos desvios-padrao.

Contrariamente a covariancia, o coeficiente de correlacdo linear de Pearson ¢é
adimensional e varia entre -1 e +1. Deste modo, as unidades de X e Y nao afectam o valor do
coeficiente de correlagdo. Caso os pares {X;, yi} se alinhem perfeitamente ao longo de uma recta
com declive positivo, ter-se-4 uma correlacdo linear positiva perfeita, sendo o coeficiente de
correlacdo igual a 1. A correlagdo linear negativa perfeita ocorre quando os pares {x; yi} se
alinham perfeitamente ao longo de uma recta com declive negativo, sendo o coeficiente de
correlacdo neste caso € igual a -1. O significado de valores intermedidrios do coeficiente € facil e
intuitivamente perceptivel.

A Figura 15 apresenta alguns hipotéticos diagramas de dispersdo de duas varidveis, com as
respectivas estimativas do coeficiente de correlagdo. Nota-se que um valor nulo para o
coeficiente de correlagdo ndo implica que ndo haja nenhuma associacdo entre X e Y. De facto,
tal como ilustrado na Figura 15 apesar de r=0, pode haver associagdo ndo linear entre as
varidveis.

Ainda a respeito de coeficiente de correlagdo, cabe sublinhar que um elevado valor de r,
embora estatisticamente significativo, ndo implica necessariamente numa relagdo de causa e
efeito entre as varidveis. De facto, um elevado coeficiente de correlacdo indica simplesmente que
hd uma associacdo na variagdo conjunta daquelas varidveis, a qual pode ser explicada, por
exemplo, por ocorréncias de um factor causal comum a ambas.

A simples visualizacdio de um diagrama de dispersdo pode sugerir, muitas vezes, a
existéncia de uma relagdo funcional entre as varidveis Y e X, o que introduz o problema de se
determinar a funcdo que formaliza essa dependéncia. Uma técnica estatistica para o efeito
disponivel € a andlise de regressao.
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Figura 15 — Alguns exemplos de associagdes denotando correlacdo entre as varidveis Y e X.

Nesse contexto, suponha-se que a variagdo de Y, denominada varidvel dependente (de
resposta ou explicada), possa ser compreendida e modelada a partir da variagdo de X, chamada
varidvel independente (ou explicativa). A forma funcional, ou modelo de regressdo, que
relaciona Y e X, deve ser capaz de explicar uma parcela significativa da variagdo conjunta de
ambas varidveis. Contudo, pela natureza das dependéncias estatisticas, parte da variacdo pode
permanecer inexplicada, devendo ser atribuida ao acaso. Noutros termos, admite-se a existéncia
de uma funcdo que explica, em termos médios, a variacdo de Y a partir de X. Os pares de
observacdo {x; y;} apresentardo uma variacdo aleatéria em torno da linha estabelecida pela
funcdo de regressdo, que é denominada variacdo residual. Portanto, a equacdo que define o
modelo de regressdo fornece o valor médio de Y em funcdo de X. Se a forma funcional do
modelo de regressdao for conhecida (ou prescrita), haverd que estimar os coeficientes (ou
parametros) da equacao (ou modelo) de regressao.

Admita-se que a equacdo de regressdo entre Y e X seja descrita por uma recta:

onde a e P sdo os coeficientes de regressdo e € denota os erros ou residuos da regressido. Os
coeficientes a e B t€ém de ser estimados a partir dos pares de observagdes {x;, y;; i=1, 2, ..., N},
resultando na seguinte estimativa:

Gy = OB, D84 DX, oo (31)

onde ¥, € o valor estimado da varidvel dependente a partir de valor observado x, da varidvel

independente e Gi=a e B =b as estimativas dos coeficientes de regressio.

O método mais usual para realizar a estimagdo de o ¢ B é o método dos minimos
quadrados, cujo objectivo € encontrar a funcdo de regressdo que minimiza a soma dos
quadrados dos desvios (ou residuos quadrdticos) entre os pontos observados e os calculados

pela funcdo ajustada, como se esquematiza na Figura 16.
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Figura 16 — Coeficientes de regressao pelo método dos minimos quadrados

De acordo com o anterior método, para o ponto com ordem de i, a distancia quadratica é
dada por:

el =(y,—a—bx,) =y’ —2y,a—2y.bx, +a’ + 2abX, + b’X? ..cooerrrrrerereeeeeeree e (32)

1

Logo, para todos os N elementos da amostra, resulta:

NN 2 NN 2 N N

Z_Ziz1£1 _Zi:]yl 2az:i:13’1 ZbZ:izl(XIYI)Jr (33)
N N o

+Na? +2abZi—1Xi +b22i_1xiz

ComoZ =f(a,b), os valores dos coeficientes a ¢ b que minimizam a soma dos quadrados

dos desvios sdo obtidos igualando a zero as derivadas parciais de Z em relacdo aqueles
coeficientes. Esta operacgdo resulta no seguinte sistema de duas equagdes e duas incognitas:

N N
Zi:l Yi —Na _bZiIIXi =0 (34)

ZZ o azilxi _bzilxg i

cujas solucdes sdo as estimativas de o e 3, dadas pelas seguintes equagdes:

N N
D I (35)
N N

b= NZil(Xiyi)_Zilyi Z‘tililXi (36)
N N e e
NZi:]Xiz _(Zizlxi )2

Algumas fungdes ndo lineares podem ser linearizadas mediante o uso de transformacdes
adequadas, permitindo, assim, a aplicacdo das equacdes da regressdo linear simples. Um exemplo

é a funcdo potencial do tipo Y =aX", a qual, mediante aplicacio de logaritmos pode ser
transformada no modelo linear Z=k+bV,noqual Z=InY, k=Ina e V=1InX. As equacgdes
(35) e (36) podem, entdo, ser aplicadas as varidveis transformadas Z e V.
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Para modelos lineares e ndo lineares, a qualidade do ajustamento € avaliada pelo
coeficiente de determinacao, R?, dado pela equacao:

zili] (Yi - 37i)2
Zilil(}’i _?)2

O coeficiente de determinacdo representa a fraccdo da varidncia total de Y que foi
explicada pelo modelo de regressdo. Um valor préximo de 1 significa que o modelo de regressao
€ quase perfeito. Ao contrdrio, se proximo de zero, significa que o modelo de regressdo tem
pouquissimo valor ao tentar explicar a variancia de Y. No caso de um modelo linear, o quadrado
do coeficiente de correlacdo, R, avaliado pela equacdo (29), corresponde também ao coeficiente
de determinagdo. Ao leitor interessado em detalhes sobre outras fungdes ndo lineares, testes
estatisticos referentes aos coeficientes de correlacdo e de regressdao, andlise dos residuos da
regressdo e extensdo dos conceitos aqui apresentados para mais de uma varidvel explicativa,
sugere-se a consulta de Montgomery e Peck (1992) e do capitulo 9 de Naghettini e Pinto (2007).

R%=1-

Exercicio 15 — Deduzir as equagcdes normais para o seguinte modelo parabdlico Q =a+bh + ch?.

Solucdo: A varidvel dependente é Q e a independente é h, com trés coeficientes de regressdo (a, b, ¢). Procedendo
exactamente de acordo com as equacdes (32) e (33), obtém-se a uma expressdo relativa a soma dos desvios
quadréticos Z, a qual, neste caso, € uma funcdo de a, b e c. As equacdes normais resultam de se igualarem a zero as
derivadas parciais de Z, emrelacdo a a, b e ¢, com obtengc@o do seguinte sistema de equagdes:

ZQ = Na+b2h+c2h2
Z(Qh) =aZh+bZh2 +th3
z (Qh?) :ath +bZh3 +th4

Exercicio 16 - A Tabela 15 contém os caudais instantineos, Q, considerados no estabelecimento da curva de vazio
numa dada estacdo hidrométrica, bem como as alturas hidrométricas, h, para esses caudais. Estabeleca a equagio da

curva de vazdo: a) usando o modelo de regressao parabdlica dado por Q=a+bh+c h?;b) considerando que a sua

forma é do tipoQ =a (h—h,)".

Tabela 15 — Pares de valores de caudais instantaneos, Q, e das correspondentes alturas hidrométricas, h, relativos a
uma estacio hidrométrica.

h(m) Q (m¥s) h(m) Q (m%s) h(m) Q (m?s) h(m) Q(m¥s)
0.5 12 191 170 4.73 990 821 2540
0.8 40 236 240 4.87 990 8.84 2840
1.19 90 2.7 300 5.84 1260 9.64 3320
1.56 120 407 680 7.19 1920

Solucdo: a) A solugdo das equacdes normais de regressdo (ver exercicio 15) necessita dos seguintes
ValoresN=15,ZQ=15512.00m3/s, Zh=64.41m, Z(Qh)=113432.00m4/s, Z(Qh2)=905380.75m5/s,

th =408.18 n?’, Zh3 =3045.57 m’ e Zh4 =24564.94 m". A substituicio destes valores nas equagdes normais

do modelo parabdlico conduz as estimativas dos coeficientes de regressdo a=-33.1195, b=53.6034 e ¢=30.7612. A
Figura 17 mostra o grafico do modelo de regressdo ajustado a amostra de pares de valores (h,Q). O coeficiente de
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determinagdo, calculado pela equagdo (37), resulta em R?=0.9989 e significa a parcela da varidncia dos caudais
instantaneos que foi explicada pelas alturas hidrométricas.

Altura hidrométrica h (m)
12

104 -----q-mmmmqmmmmm-

o Registos I

- - - —— Q=-33.1195 +53.6034 h + 30.7612 i - -

— Q=54.0125 (h-0.0124)' 37
L

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
Caudal, Q (m’/s)

Figura 17 — Curvas de vazdo para os dois possiveis modelos definidos no exercicio 16.

b) Aplicando logaritmos a equagdo Q =a (h—h) ® resulta InQ=Ina +bIn(h - h,) que traduz a equagdo de uma
recta em que as abcissas sdo os valores de In(h—h) e as ordenadas, os de InQ . Deste modo, é vélido aplicar a
andlise de regressdo linear simples aos pares de valores (In(h—h,),InQ). Existem, contudo, trés pardmetros da

curva de vazio a estimar — a, b, hy — ou seja, mais um do que os susceptiveis de serem directamente obtidas por
aquela andlise. Para resolver o problema, basta arbitrar o valor de hy que mais aproxima de uma recta a relacio entre
In(h—h,) elnQ, e aplicar a andlise de regressdo linear para estimar os restantes dois parametros. Para cada valor

de hy arbitrado resulta uma equagdo para a curva de vazio que, aplicada as alturas hidrométricas utilizadas no seu

estabelecimento, h, conduz a estimativas de caudais, Q, que naturalmente diferem dos caudais que também foram

utilizados naquele estabelecimento, Q. A solucdo do problema traduzir-se-4 no conjunto de trés
parametros - a, b, hy - que obedecam a um certo critério de optimizacdo, por exemplo, maximizar a correlacdo entre

os caudais observados, Q, e os estimados a partir da curva de vazao, Q . A Tabela 16 exemplifica o calculo descrito.

Tabela 16 — Célculo dos parametros da curva de vazao definida por Q =a (h—h,) b

T T T Tean] @ ] ™ [wg faaa] @ [T ™™ g [nand @
(m) (m’/s) (m) (m’/s) (m) (m’/s) (m) (m’/s)
05 12 248 | 041 | 25.17 248 | 069 | 14.78 248 | -0.72 | 14.59
0.8 40 369 | 059 | 4.90 369 | 022 | 35.00 3.69 | -0.24 | 35.97
1.19 90 450 | 078 | 13.78 450 | 0.17 | 72.49 450 | 0.16 | 74.15
1.56 120 479 | 094 | 27.88 479 | 044 |119.10 479 | 044 |121.43
1.91 170 514 | 1.07 | 4721 514 | 065 |172.63 514 | 064 |17559
236 240 548 | 121 | 81.87 548 | 086 |254.45 548 | 085 |258.16
27 300 570 | 1.31 [116.20 570 | 099 |325.68 570 | 099 [329.89
4.07 680 | -1.000000] 652 | 1.62 |338.06] 0.000000 | 652 | 140 |e91.24] ... | 0.012404| 652 | 1.40 | 696.76
473 990 6.90 | 1.75 [499.83 690 | 1.55 [910.56 690 | 1.55 [916.20
4.87 990 6.90 | 1.77 |539.25 6.90 | 1.58 [960.59 690 | 1.58 [966.20
5.84 1260 714 | 1.92 | 865.08 714 | 176 [134028 714 | 176 [1345.19
7.19 1920 756 | 2.10 [1486.19 756 | 1.97 |1962.52 756 | 1.97 [1964.83
8.21 2540 784 | 2.22 [2098.92 784 | 2.11 [2503.03 784 | 2.10 [2502.02
8.84 2840 795 | 229 |2544.18 795 | 2.18 286646 795 | 2.18 [2862.78
9.64 3320 8.11 | 2.36 |3187.53 8.11 | 227 |3360.01 8.11 | 2.26 [3352.24
na 2.1707 3.9645 3.0802
a 8.7644 52,6951 54.0125
b 2.6022 1.8338 1.8219
Cocficiente de correla- 0.989470 0.999459 0.999462
cidoentre Qe Q
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Conforme indicado na tabela, partiu-se de um valor inicial de hy=-1.000, depois do que se alterou para hy=0.000, com
obtencdo, apds vdrias iteragdes, do valor final de sensivelmente hy=0.0124, correspondente aos valores, também
finais, dos pardmetros da curva de vazdo de a=54.0125 e b=1.8219, obtidos a partir dos valores intermédios

de Zy = Zln Q =90.6970, Zx = Zln (h—hy)=16.9381, Z(x y) = Z[ln (h—hy) In Q]=124.1603 e
Zx2 = Z[ln (h —ho)]2 =31.0621. Na solucdo, o coeficiente de correlacdo entre caudais observados, Q, e

estimados a partir da curva de vazﬁo,é, ¢ igual a R=0.99946 e o correspondente coeficiente de determinagdo de
R?=0.9989, ou seja, para a precisdo numérica adoptada, igual ao do modelo parabélico. A curva de vazdo para o
modelo definido por Q=a (h—h,) ® estd também representada na Figura 17. Anota-se que, estando-se em presenca

de um problema de andlise de regressdo linear, embora no campo de transformada logaritmicas, os coeficientes de
regressao que figuram nas equacdes (35) e (36) podem ser obtidos a partir da amostra de pares de valores utilizados
naquela andlise por funcdes implementadas no software Microsoft Excel, designadamente pela funcdo
INTERCEPCAO (versio em Portugués) ou INTERCEPT (versio em Inglés) para a ordenada na origem, a, e funcio
INCLINACAO (versio em Portugués) ou SLOPE (versio em Inglés), para o declive da recta de regressio, b.
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